ECRICOME 2018 - VOIE SCIENTIFIQUE

Exercice 1

On note F lespace vectoriel R™, muni du produit scalaire canonique.
Pour toutes matrices colonnes X et Y de M, 1(R), on note (X,Y) = XY

Pour toute matrice colonne X de M,, 1(R), on note || X| = VIXX.

On considére u et v deux endomorphismes de E, et on note A et B leurs matrices respectives dans la bdse ca

de E.

Partie 1

Soit @ € R. On suppose dans cette partie uniquement que n = 2 et que les matrices de A?ase

canonique sont respectivement :
1 1 a 1/1 1
A— 1—|—(1,2 ((L a2> et B—§ (1 1)

1. Vérifier que u et v sont des projecteurs.

2. a) Vérifier que les endomorphismes u, v et u o v sont tous de rang 1.
b) Vérifier que le vecteur zg = (1,a) est un vecteu

entier tel que
de E et on pose: @ 3
|BX|? = (BX.X).

IBXI| < [1X]]-

¢) Déterminer le spectre de u o v.
3. a) Montrer que les valeurs propres de uov
b) Pour quelle(s) valeur(s) de a, uowv e

Partie 2

On revient dans cette partie au cas
On suppose que u et v sont des

4. Montrer que pour tout X
En déduire que pour t

5. Montrer que C' est di
6. Soit A une valeur pro
a) Exprimer ||ABX
b) En déduire que

M, (R).
un vecteur propre a;

de A et || X|.

res de C sont réelles

7. Soit p une (éventu re de AB non null un vectelr propre associé.
a) Montrer que B ur propre de C.
b) Montrer: AB éduire que: AX
¢) Montrer que:

8. Déduire des questions précédentes que le spect iniclus dans [0; 1].

Exercice 2

On considére la suite (uy)n>0 définie par:
up =0, up =1 et VneN, upio=1upt1+ up,

et on note f la fonction définie sur R? par:

V(zy) € R?,  f(zy) = 22° — 6xy + 3y* — 6y.

1 5
On pose enfin ¢ = +2\/_.
-1
1. Vérifier que ¢ > 1 et que les réels ¢ et — sont les solutions de I'équation: 22 — 2z — 1 = 0.

¥
2. a) Montrer que f est de classe C2 sur R2.
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1 1
b) Montrer que les seuls points critiques de f sont (o, + 1) et <——,?>.
wp
¢) Etudier la nature des points critiques de f.
3. Montrer que, pour tout entier n € N: uptni0 —u ; = (—1)"TL.
4. a) Recopier et compléter la fonction Scilab suivante afin que, prenant en argument un entier n > 2, elle calcule et
renvoie la valeur du terme u,, de la suite (u,)n > 0.

function u=suite(n)
v=0

endfunction

b) Justifier qu’il existe des réels A et u, que 'on déterminera, tels que:
n -1\"
VneN, u,=x"+pul—| .

¥

un+1

¢) En déduire que la suite (

Un

5. On considére pour tout n € N*: S, =

a) Montrer, sans chercher a ¢ ‘ nverge.

b) En déduire que la suit
¢) En utilisant le résul

d) Montrer que: ¢

Probléme

Toutes les variables al § définies sur un méme espace probabilisé noté (2,.4,P).

9.

On dit qu’une vari il existe un réel a < 1 et un réel

b tels que:
P(N=0)#1 et YkeN",

1. On suppose dans cette question que a = 0, et que b est un réel strictement positif.
a) Montrer que:

k
Vke N, P(N=k)= %P(N =0).
+o00
b) Calculer Z P(N = k). En déduire que N suit une loi de Poisson de paramétre b.

k=0
Préciser son espérance et sa variance.

2. Omn suppose dans cette question que a < 0 et que b = —2a.

a) Montrer que:
Vk>2, P(N=k) =0.
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b) En déduire que N suit une loi de Bernoulli dont on précisera le paramétre en fonction de a.
3. On suppose dans cette question que Z suit une loi binomiale de parameétres n € N* et p €]0;1].

a) Montrer que:
P n—k+1

Vke[1,n], P(z=k)= X xP(Z=k-1).
Lo, P(= k) = 72 x T P )
b) En déduire que Z vérifie une relation de Panjer en précisant les valeurs de a et b correspondantes, en fonction
de n et p.
4. On revient dans cette question au cas général: a est un réel vérifiant a < 1, b est un réel, et on suppos st

une variable aléatoire, & valeurs dans N, vérifiant la relation de Panjer.
a) Calculer P(N = 1). En déduire que a + b > 0.
b) Montrer que pour tout entier m > 1:

—
iy

Zm:kP(N —k) = ns (k+1)P(N =k) + b P(N = k).
k=1 k=0 k=0

k=1
Préciser alors la valeur de E(V) en fonction de a et b.

m
¢) En déduire que ((1 —a) Z EP(N = k)) est majorée, puis que N admet une e
m>1

d) Montrer que N admet un moment d’ordre 2 et q

e) En déduire que N admet une varia
f) Montrer que E(N) = V(N) si, e

On notera dans la suite:

ol N est une variable alé
5. Montrer que, pour to

On appelle alors foncti

. b
et on suppose dans e NN vérifie une er avec 0 < a < 1 et que — > 0. On pose:
a

_ —(a+0)

a
On note enfin f la fonction définie par:
Va € [0; 1Y o(1 — ax)®.

6. Montrer que pour tout k € N:
Ve e [0:1], f®(z) = k! x pp(1 — az)* .

7. Soit z € [0;1].
a) Pour tout entier n € N, montrer que:
n T
flx) = Zpk:ck + (n+ Dppt1 / (1 —at)* "z —t)"dt.
0

k=0

z—1
b) Vérifier que pour tout ¢ € [0,x], 1=t < 1 puis montrer que pour tout n € N:

1—

x T
0< / (1 —at)> " Yz —t)"dt < / (1 —at)*'dt.
0 0
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¢) En déduire que:
G(z) = po(1 — ax)*.

En calculant G(1), exprimer pg en fonction de a, b et «, et vérifier que G'(1) = E(N).
Partie 3 — formule de récursivité
On considére une suite (X, )nen+ de variables aléatoires de méme loi, & valeurs dans N, mutuellement indépendantes

et indépendantes de la variable N étudiée dans la question 4 de la partie 1.
On considére alors la variable aléatoire S définie par :

0 siN=0

S— N
- ZXk SSN>1
k=1

autrement dit:
YVweQ, Sw)=0si Nw)=0 et S(w) =
9. Calculer P(S = 0) lorsque a €]0; 1] & l'aide de la partie 2.

10. a) Calculer P(S = 0) lorsque N suit une loi de Poisson de paramétre A.
b) On considére la fonction Scilab suivante, ou n e aramétre dont dépend 1

function y=simuX(n)
y=0;
for i=1:n
if rand()<1/2
y=y+i;
end
end
endfunction

fonction simulX? Préciser ses p atres.
nvoie une réalisation d’une loi de Poisson

Quelle loi de proba
¢) On rappelle qu’en

de paramétre lamb

On suppose que oisson de paramétre A

question précéde simulX.

Recopier et com Scilab suivante, afin

rand(1,1,"poi",lam

s variables X}, est celle simulée a la

e simulation de la variable aléatoire S :

function s=si
N=grand (1,

11. Dans la suite du probléme, on revient au cas rifie la relation de Panjer. On note toujours:

Yk >0, P(N = k)

et on notera également :
Vk >0, q=P(X;=k).

n
Enfin, on considére pour tout entier n > 1, la variable aléatoire S,, = Z Xk, en convenant qu’on a Sy = 0.
k=1
a) Soit n € N et k € N*. Montrer que:

k
Vi e |1 1], E(X;|Sn+1=k)= .
(S II n+ ]]7 ( | +1 ) n+1
n+1
Indication : on pourra considérer la somme Z E(X;|Sn41 = k).
i=1
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b) Justifier que:
Vj € [[O,k:]], P[Sn+1=k] (Xn+1 = j)P(Sn+1 = k) = QjP(Sn =k- ])

¢) Déduire des deux questions précédentes que:

k

> (a + %) ¢GPSy =k —j) = (a + nLH) P(S,11 = k).

=0

12. Soit k € N*.

a) Montrer que:
+oo
Vi€ [0.k], P(S=k—j)=> paP(Sn=Fk—j).
n=0

b) Montrer que:

k b] 400
Z (a + f) ¢GPS =k—j)= an+1P(Sn+1 = k).
j=0 n=0

¢) Justifier que:
+oo

P(S=k)=> pniiP(Snp1 =k).
=0

d) En déduire finalement que:
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