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Epreuve de Mathématiques — Session 2018 — Filiére ECS Concours National (CNAEM)

Durée : 4 heures

*ok ok ok ok

Les candidats sont informeés que la précision des raisonncments ainsi que le soin apporté a la rédaction el a
la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de
rappeler avec précision les références des questions abordées. Si, au cours de I'’épreuve, un candidat repére ce
qui peut lui sembler &tre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant
les raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.
Remarques générales:

L’épreuve se compose de trois problémes indépendants.

LER g g ¢
PROBLEME 1

6 4 2 1 0 0
On considére les matrices suivantes 4 = 3 5 4 |, 1= 01 0 et O = ) n note
3 3 6 0 0 1 0

B = (e1, ez, €3) la base canonique de R®. Soit f 'endomorphisme de R? dont A es
base B. Soient X et Y deux vecteurs de R3, on pose Vect(X) le sous espace vect,
on pose Vect(X,Y) le sous espace vectoriel de R

ativement a la
dré par X et

On pose Fy = {(z.y, z) € R®; f(x,
et Fy = {(z.y,2) €R% flz,y.2

1. a) Montrer que I
u‘ = ("rl] l-’YO

Un mobile éplace entre les sommets

de la fagon suivante :
Si & l'instant n. il est dans la position A,

(n+1), soit il y reste avec la probabilité 1/2. soit il se
deéplace vers la position B ou la position C équiprobable (c'est-a-dire avee la méme probabilité).
Si a I'instant n, il est dans la position B. alors tant (n+1), soit il y reste avec la probabilité 5712, soit il
se déplace vers la position A avec la probabilité 1/3 ou vers la position C avec la probabilité 1 /4.

Si & I'instant n. il est dans la position €', alors & l'instant (n+1), soit il y reste avec la probabilite 1/2, soit il se
déplace vers la position A avec la probabilité 1 /6 ou vers la position B avec la probabilité 1/3.

On note les événements suivants

Ap:" 4 Tinstant n le mobile se trouve & la position A",

Bp:" & Iinstant n le mobile se trouve a la position B".

Cn:" & lingtant 7 le mobile se trouve 2 la position C",

On pose P(A,) = a, la probabilité de 1'événement An, P(Bn) = b, la probabilité de 'événement B, et
P(C%) = ¢y, la probabilité de 1’

événement Cy,. Initialement. & I'instant n = 0. le mobile se trouve dans un des
1

trois sommets avec ag = 5 bo= % et cg = %
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Epreuve de Mathématiques — Session 2018 — Filiere ECS Concours National (CNAEM)

1. a) Montrer que pour tout entier naturel n, a,., = %an + %bn + %cn.
b) Déterminer, pour tout entier naturel n. b, en fonction de a,, b, et c,.

¢) Déterminer, pour tout entier naturel n. ¢,41 en fonction de a,. b, et c,.

Un41 an
2. a) Montrer que pour toul entier naturel n, b1 =ad| b, |,o0leréel o & déterminer.
Cntl Cn
b) Recopier et compléter le programme Scilab suivant afin qu'il calcule et affiche les valeursfas;. b
€20
A e
L
for é = i
= O ——
end
QISP (-vvveeiieee e )
{4799 an
¢) Montrer que pour tout entier naturel n, by =a"A" | by |.
& &)
d) Déterminer pour toul entier naturel n, a,, b, ct ¢, en fonction de n.

3. Déterminer les limites de an, b, ot ¢, VErs +oc.

Exemples de calcul ce dun vecteur 4 un sou de R?
Dans la suite, R® est muni d

G = Vect(v,w). (u,v et w
sont les trois vecteurs qui s

tion Partie 1, 1.

1. Mountrer que G rthogonal de [T dans

orthogonale sur £,
on orthogonale sur G.

3. On pose

a) Dét la distance de N 4 l'es

), la distance de N a1’

On consid définie sur R x = %ﬁ et la fonction f définie sur R par
flx) igne par R~ 1 bres réels positifs et par R~ I'ensemble des nombres

¢)¢Montrer que Vr € R™,"Te™® <\f(z).

d) En déduire xl{rfm flz) et xgrlﬁoof(;r).

a) Montrer que Vi € R. |e¥ — 1 — u| < “el*l, (on pourra utiliser l'inégalité de Taylor-Lagrange).

b) Montrer que V(. k) € [0,1] x [-1,1], ‘e'“““z) —1+h(1+ %) < Be? (1 +42)%

c) Endéduire que ¥(z, £, h) € Rx[0,1]x[-1.1], Lg{sr: + ht) — g(z.1) + he ==t
S~—
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Epreuve de Mathématiques — Session 2018 — Filiére ECS Concours National (CNAEM)

d) En déduire que ¥z € R et vh € [—1,1] tel que h # 0,
f(:c+h&—f(w) i fﬂl e—x(1+t2}dt| < %ez fol e—(l+t%) (14 t2) dt.

¢) En déduire que f est dérivable sur R et que Vz € R. f'(z) = — fol e+ g,

2
3. On considére les trois fonctions ¢, ¥ et ¢ définies par : Vo € R, p(z) = f(z?), ¥z € R, ¢¥(x) = (f(';r et dt)
et o =+

a) Verifier que ¢ est dérivable sur R, et déterminer pour tout réel z, ' (x), avec ' est la
sur R.

b) Montrer que ¥V € R, ¢'(z) = —2e—7" jox et dt.
c¢) Montrer que Vz € R, é(x) = .

Ql

d) En déduire que f[;'m e~t"dt existe et vaut .

o g

1. Déterminer la valeur de [; «ﬁdu.
Partie 2
Par la suite du probléme. toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme ilisé (92, A, P).
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite et 6 la den ass@eic ( on rappelle
2
que ¢ est définic sur R, par 6(t) = \/%_we"ét" ;

On considére la fonction k définie sur 0.+

1. a) Vérifier que # est bien une

b} Vérifier que 'espéranc

el que P(—aq < X < ag)=1-c.
Lque P(0 < X <a,) =152

i suit la loi normale de moyen g et de
pour densité la fonction fy définie par.

ction grand, qui renvoie une matrice i une ligne et
cavec u=0.5et o =13

Soit T une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée. d’écart-type ¢ (c’est-a-dire T — A/ (0,0%Y), le

parametre réel o est strictement positif. Soit n un entier naturel non nul, on considére n variables aléatoires

Ty, ....T, qui sont indépendantes et de méme loi que I". On pose 1™ = 2%} et pour tout entier naturel non nul
n

i, S48 g—clr—g 3" T2, Pour tout réel strictement positif x. on pose I'(z) = f0+°0 t* 'e~tdt. On rappelle qu'une
1=1

loi gamma de paramétre v, v un réel strictement positil, notée v(»). a pour densité la fonction + délinic par

r(z)-{ ﬁx"‘le‘r siar >0,
/%'

0 #5700,
1. Montrer que la variable aléatoire T* suit la loi (). X
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Epreuve de Mathématiques — Session 2018 — Filiére ECS Concours National (CNAEM)

2. Déterminer une densité de la variable aléatoire S

s
J. Soit n un entier naturel non nul, on considére la variable aléatoire Z,, définie par Z, = £ 3" 12
g=1
a) Montrer que Z,, est un estimateur sans biais de o2,
b) i) Justifier, pour tout entier naturel non nul n, lexistence de la variable aléatoire /Z,.
ii) Justifier. pour tout entier naturel non nul n, l'existence de £{\/5,,), espérance de la variable

bl
aléatoire /S, et montrer que E(VS,) = gl(ﬂ—(fz_)—)

iii) En déduire, pour tout entier naturel non nul n, E(VZ,), lespérance de la varia
vV Zy, en fonction de n et de o.
iv) En déduire un estimateur 7,, sans biais de o.

PROBLEME 3

Partie 1

Soit ¥ une variable aléatoire admettant un moment d'ordre 2 et so0it (¥3,)n>1 une suig éatoires

mutuellement indépendantes, de méme loi que Y. On pose. pour tout entier nature

= Z Y et
% k=1
Xn = =22,
1. Rappeler inégalité de Bienaymeé-Tchebyc
2. Montrer que pour tout entier nature
P(Xn~ E(Y)| 2 e) < X0,
3. Soit n un entier naturel nor
b) ) < .
éatoire X, converge e bilité vers la variable aléatoire constante

Une urne conti ges et 6 boules noires.

:, déterminer A partir

de tirages peut-on garantir a plus de 95%
ise entre 0.35 et 0, 457

el <j < n. Z; la variable aléatoire égale a1

T que pour tout entier j tel g ; est la variable aléatoire de Bernoulli de paramétre p
4 déterminer.
2. Déterminer pour tout entier j tel que 1 < j < n, l'espérance £

(Z;) et la variance V(Z;) de la variable
aléatoire Z,.

3. a) Vérifier que pour tout entier naturel non nul n, 0,35 < % <0,45 & |% — E(Zl)l < 0,05.
b) Montrer que pour tout entier natutel non nul n. £ (0.35< In <. 45) > 1- %,

1. Déterminer & partir de quel tirage, on a plus de 95

% de chances d’obtenir une proportion de
comprise entre 0,35 et 0,45,

boules rouges

FIN DE L’EPREUVE
* Kk K * K
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