MATHEMATIQUES

DUREE: 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction,
la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante dans I’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possibleles
résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document : [’utilisation de tolite
calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
lisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui [
une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie e
composition en expliquant les raisons des initiative
a prendre.

SUJET

Hormis le résuilal

riig IV est indépendant inaire e des parites I, [T et JI1

Préliminaire

La) Fotabli el K, la convergence de 1"

2. Déduire .&) la convergence, pou,
oo 5
/ e cos(2x
0

+oo +oo 3
YzeR, Flz) =f ot Vit et Glz) :f te=® sin(2z8)dt.
(] 0

Dans eeite pariie, on veut montrer dune port, que lo fonction F est dévivable sur R et d'autre part, donner
pour tout véel &, Uexpression de Flx),

3.4} A I'nide d'une formule de Taylor, écablir pour tout réel w, Vinégalité : |sin{u)| < |ul.

. — . i . oy L u—t
b) Pour tous réels u et v, justifier la formule trigonométrique : cos(u) — cos{v) = 2 sin ( 2 L) sin ( ) 1).
¢) En déduire que la fonction F est continue sur R.
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1
4. a) Pour tout réel u, justifier & 'aide d'une formule de Taylor, Vinégalité : [u — sin(u)| £ % G
b) Pour tous réels x et h, établir 'inégalité :

|F(z + h) - F(z) + 2k G(z)| € fm e (|{2h: — sin{20t]) sin{2et)| + (1 — cos(2ht))| cos{m)l) dt
]

(On pourra admettre lexistence de I'intégrale du second membre, gui découle du préliminaire}
¢) En déduire 'existence d'une constante C > 0 telle que :

W(z,h) € B2, |Flz +h) — F(r) +2hC(x)] < CH2,

5.a) Justifier que la fonction F est dérivable sur R et exprimer so fonction dérivée F' & 'aide de la fonction G,
b) En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout réel x, on a: F'{z) = — 22 F(x).

c) En déduire que pour tout réel , on a: F(zx) = "/T; &,

Partie 11, Fonetion de Dirichlet

6. Pour tout n € N, soit i, la fonction définie sur P =R\ {2kw; k€ Z} par :

sin ((n-i—%)u) .

igles de 2m)
ale par continui 0.
inn sur R
a) Pour tout réel u; calculer
X z 1
b} En déduire la relation : ¥ it} — &
¢ Pour tout n € N, calcul 3
8. Soit 9 une fonction conti dique de période T'. Eta tout réel 1, Pégalité :

T T
i) du = fu ()

YuE D, palu) =

( L'enscmble T est 'ensernble des nombres récls qui ne s
a) Montrer que la fonetion g, est continue sur T et
b En déduire que la fonction @, admet un prolo

On note encore w,, la fonction ainsi prole

) Montrer que la fonction g, est paire.

7. On note i le nombre complexe de my

Partie IT1. Formule sor

Dans cette partie, on nol
réetles telle que : ¥ & () = e~ 07",

é g con onetion [ definie sur R @ valewrs

9.4) Montrer que pour tout réel =, les deux séries z flz — 2k ) sont convergentes.

k3l
+aa +:
On pose alors : Vo € R, H{x) = f(x) + 3 flet2km)+ 3 flr—2k7).
k=1 k=1
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On définit ainsi une fonction H sur R ef on adme! sans démonstration dans toute (o suife du probléme que
In fonetion H est de classe C* sur R.

b} Préciser la parité de la fonction A ot de sa fonction dérivée H',

10. Dans cette question, on note n un entier naturel fixé.

Pour tout N € N* | soit Hy la fonetion définie sur R par :
N N
Yz €R, Hyla) = fz)+ 3 fla+2km) + > fizr - 2kn).
= k=1

20 (W +1)w
a) Etablir 'égalité : f Hy(2) cosin) dz = _/ ) cos(ru) du.

u ~2N=

2w e
b} En déduire que 'on a : \[Iir_:& / Hy{x) cos(na)de = 2[ J{u)cos(nw) du,
N=rtos fg o
5 o0 o
¢) Etablir pour tout réel @, l'indgalité « |H{z) — Hy(z)| £ 2 E Ao
k=i 4L
d} En déduire los égalités :
2 4o =
f H{r)cos(nz)de =2 F () cos(nu) du = \/j % Exp ( - .
o o 4
11. Solt ¥ un réel appartenant au segment | () »
2

PourtoutneN=onpose;a,,=f ; g Q

polu = xhdu,

a) Pour tout ¥ € N*, éabl

x gy (u+ ) du +

&

oil la fonct] question 6.

) Justifi

sive]0,2q]
siv=0ouv=1m
2n
K. (6) % sin ((N + %)u) dv.
went [0, 1],

12.a) Soit ¢ une fonction définie et de c

1

A T'aide d'une intégration par parties, mo Pintégrale f gl(#)sin(At) dt tend vers 0 lorague
0

le réel A tend vers +oo.
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On admet plus généralement que si g est une fonction continue sur un segment [, 4] (o < 8), alors ;
8
A—]iTw L g(t)sin{At)dt =0.
b) Etablir pour tout réel x € |[0,27] et pour tout réel § > 0, la relation {formule sommatoire de Poisson) :

1 {1 &= n? gt B2 A :
gt L Zexp 1: — ﬁ) cos(nz) | =™ + Z e~ Ha42kn) Ee-a(:—mm) :
44 n=1

k=1 k=1

Partie TV. Une application probabiliste de la formule sommatoire de Poisson

Seit pun réel vérifiant 0 <p < 1.

Deux jougurs A et B lancent tour & tour une pidee de monnaie.
Le jet de la pitce donne ¢ Pilew avec la probabilité p et ¢Facen avee la probabilité 1 —p.
Le vaingueur de la partie est le joueur qui obtient ¢ Pile s le premier, auquel cas la partic s'arréte,

Le premier lancer {de rang 1) est effectué par le joueur A,
Si la partie ne s'arvéte pas avant, les trois lancers suivants (de rangs 2, 3 ot 4) sont effectuds par le joneur
les cing suivants (de rangs 5, 6, 7, 8 et 9} par le joueur A, et ainsi de suite.

Aprés chague changement de main, le joueur qui reprend la main peut ainsi effectuer (an maximum)
lancers de plus que ceux que vient d’effectuer 'autre joueur,

On suppose que les résultats des lancers successifs sont indép

13.a) Compléter la fonetion Seilab suivante qui simule une : ¢ i

le vainqueur.

function v=jeulp)
j=1;

v=1;
s=1;
I=1;
while rand{)> p

i=itl
J=jL
if j*s then de main

end ;
if v==1 then di
end ;

*); elge disp("B vaj

endfunction
b} Que représente la
c) Préciser la signifi n de la variable v.
‘d} Compléter le code de la fonetion #jen s pour gu'elle a e de lancers effectués par le joueur A.

e) Ecrire un code Seilab permettant d'obtenic une valenr approc]
soit 1o joueur A.

e la probabilité que le vainguenr du jen
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14, On suppose que l'expérience aléatoire précédente est modélisée & aide d'un espace probabilisé (0, 4, ;).
On note :
+ X le nombre de lancers effectués par le joueur A et I l'ensemble des rangs possibles de ses lancers 1,5,6,...;
& ¥ le nombre de lancers effectuds par le joueur B et J l'ensemble des rangs possibles de ses laneers 2,3, 4, ;
o H I'événement aléatolre tle vaingueur est A v ;
o i "événement aléatoire tle vaingueur est By,

a) Justifier que Py(HUK) =1 ot identifier la loi de la variable aléatoire X + V.
b} Montrer que : lim B, (H) = L
=+l
15.a) Justifier que I'ensemble I est inclus dans la réunion U [4r® + 1, 4n® + 4n £ 1].
nEMN
+00 i 4
b} Démontrer que ; F(H) = Z {({1—p)*™ —(L—p)* ™", Donner une expression similai
o}

oo
1
16.a) En utilisant le résultat de la question 12.b), établir linégalité stricte suivante : (- .
=0
b} Que peut-on en déduire concernant le jen considéré ?
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