MATHEMATIQUES

DUREE: 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction,
la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante dans I’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possibleles
résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document. L utilisation de totite
calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
lisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui [
une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie e

Notations et obj
Lorsque r ement positif, on note :

A(r) que : Yk = N, la série 4 converge]
et B(r) lle que la suite (a,,r" 0} ;

Et 4 to )y de B(r), on us réserve d'existence, la fonction

Q'étés des ensembles A(r) et B(r).
¢s dere

té des fonctions f, .

e, on gtudie quel

seconde, on étudie les pro

Dans la troisieme partie, on obtient, dan: r > 1, sous certaines hypothéses, une formule
de réciprocité donnant la suite @ en fonction de la suite ( f,f"}(l))

neli

Enfin, dans la demiére partie, on utilise les résultats obtenus pour 1’étude de variables aléatoires
discreétes.

154 1 ANNALES CCIR 2018-2019

https://vertuprepas.com/



https://vertuprepas.com/
https://vertuprepas.com/

Partie I — Premiéres propriétés et premiers exemples.

1- Soit » un nombre réel strictement positifet (a,)_,, une suite de 4(r), montrer que, pour
tout nombre réel x de [~r.r] et pour tout entier naturel k. la série Y n*|a,[|x]" converge.
En déduire que, pour tout réel ' tel que r<r',ona: A(r')c A(r).

2- Veérifier également que : 0<r<7' = B(r')cB(r) et A(r)=B(r)

3- Montrer que, pour tout nombre réel strictement positif r, 4(r)est un sous-espace vectoriel
de I"espace vectoriel des suites réelles.

4- Exemples :

" ; : i 3 1
a- On souhaite montrer que, pour tout r réel strictement positif. la suite « =(—|J
ni).

nk+2 P

appartient a 4(r) . Pour cela, on pose pour tout entier naturel & : u, (k)= LE

n!

considérant le quotient “L{k), montrer que la suite (u, (k)),, converge

u, (k)
J) appartient & B(’:@

de B(p). Mo tout réel

Conclure alors : &= [LJ eA(r).
nelN

n

b- Pour A réel strictement positif, on not

strictement positifs » pour lesq
ensuite les réels » strictemen

5- Soit p unréel strictement
r de ]0,p[ . lasuite (

(On pourra penser & ¢

Partie Il — Régularit

Dans cette partie R

6- Veérifier que £, :x++ Y a,x" est définie sur |-R, urra utiliser la question 5).
=

7- Continuité de £, :
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a- Soit r unréel de J0.R[,x dans [—r,r] et A untéel tel que: x+he[-r,r], montrer
que, pour tout entier naturel n : \(xa-h]" —x"lsm-”" (A -
b- Justifier alors soigneusement que |f, (x+h)—j;(x)|sl(infa,,|r”]|k|.
T\ ot

c- Montrer alors que £, est continue sur [—r.7] puis sur |-R, R[ .

8- Caraciére C' de f, :
On considére ici un réel » de ][},R[ etx dans [-r.7]. Pour tout n de N, on

S,(x)=D ax" et, sous réserve d’existence : g, :x+> ) na,x"".
s=l

k=il

a- Soit p dans [r,R[. Justifier que la suite (na,)  appartienta B(p), i
g, est définie et continue sur ]—R,R[ a

b- Vérifier que. pourtoutn de N' : 8, (x)=a, + [ 'S, (r)ar
¢ Montrer que, pour toutn de N’ ; (I)—S;(t))dfis i k|a,
knt]
d- i : L(1)dr.
elasuite (a,) appun& et seulement si, pour

»].Ia‘,|r””* converge.

ut x de |-R,R[ et tout k

xelR. Pourtout & de M., c
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a0
b- Soit 4 un réel strictement positif, 8 la suite (2) _ et f,:x+> Y A"" . Donner une
=l

expression de /() pour tout x de ]—%; . En déduire que, pour tout k de I et

fout x de :[—i,%[,la série Z(:](,u}“ converge ot : g(:](ix]"_* ={l——;.x_]k“

mzk

Partie Il — Une formule de réciprocité.

Dans cette partie, R désigne un réel strictement supérieur a 1 et a = (an )“N est une suite de
B(R) telleque: YnelN,a, 20,
jy} ; %
1

Pour tout # de N, on note b, = et on fait hypothése (H)quil existe un

F 4 ﬁ%f}’”“ (:Q

c- En déduire que la converge et que : g, =

strictement supérieur a 1 tel que la suite (b,,p")

11-Expression de a :

a- Montrer que: YNelN

b- Démontrer que : a\l

I

12- Généralisation ; On ntier naturel s fixé

N

pi) ) N
a- Montrer que : ¥ =3 (-1)° M 1) saaal (318

(N+s+1)1 1

o i z N4}
b- Vérifier que : .ff (f)df = [N+1)' pNﬂH 2

r» [M+a+4l)
UFV_! fﬂ, (I)df i

d- Montrer alors que la série 3 (~1)" [P :"}bp+,
pz0

c- Déterminm'”'

= g[-u”“(;’]q ;
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13- Cas particulier : on suppose dans cette question que a=(a,) . est une suite de réels
positifs pour laguelle il existe un entier naturel & tel que:VnelN, nzd+l = a,=0.
a- Que peut-on dire de la fonction f, ?

b- Monirer que la condition () est réalisée.

¢~ En déduire que, pour touts de [0,d], a,_Z( 1}""[”]

Partie IV — Applications aux variables aléatoires discrétes.

Dans cette partie, les variables aléatoires seront discrétes, définies sur un espace p
(€A, P), & valeurs dans 1. Pour une telle variable aléatoire X, on pourra ut

rappeler, les notations suivantes :

VneN,a,=P(X=n),a=(a,) , et G, :xl—-e»f:a”f' . autrement di

14- Premiers résultats :
a- Justifier que la suite

b- En déduire qu'il ins égal a 1 tel tfinie et de classe
C”sur |-R
15- Premier
a- On que X suit une loi de de paramétre 1, déterminer la

qu'elle est de classe C“sur our tout sde T, calculer

iscréte définie sur un espace
ifiant : G, = f, est définie sur B, de

stifier que I'hypothése () du ITI
Quelle est la loi de X 7

ans ]0,][ ctonnote g=1-p
ique de paramétre p. Déterminer la suite

que (7, estde classe C* sur ]——1— l{ Enfin,
q9 g

pour tout. s de Ny caleuler G1(1).
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b- On suppose maintenant que : p:»%.Vériﬁerque: i~<1,

p
On considére X une variable aléatoire discréte définie sur un espace probabilisé
(Q.A,P) telle que :X(Q)zN. On suppose de plus que: G, = f, est définie et de

(1 ?

classe C° sur}—l,l[, et pour tout s de [ : fL-'(—) =(—-‘i] . Justifier que I'hypothése
g4 s! )il

(H) duTII est réalisée et déterminer a, pour tout »n € N. Quelle est laloide X +1 ?

17- Cas ol X est une variable aléatoire ne prenant qu’un nombre fini de valeurs :
On suppose dans cette question que X (Q2) est inclus dans [0,d] ot & est un entier de I,

On nole Pol, le sous-espace des fonctions de B dans R constitué des fonctions polynomiales

de degré inférieur ou égal 4 J . Pour 5 de ﬂﬂ,dﬂ, on note e, la fonction x i+ x” et on rappelle
que (E’JMIMI est une base de Pol,.
On définit les fonctions de Pol, :

H,:x+>1 et pour tout 5 de [Ld]], H,:x+

a- Montrer que la famille (H,),, , est

b- Vérifier que A estun
c- Montrer que : A(H’

d- Montrer que : VP

¢- En déduire que,

g- Exemple : on ici rd= % Déterminer by, b et
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