MATHEMATIQUES

DUREE: 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, [’orthographe, la qualité de la rédaction,
la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante dans [’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les
résultats de leurs calculs.

1ls ne doivent faire usage d’aucun document : [’utilisation de toute
calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seule [’uti-
lisation d’une regle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble é
une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivr

composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera
a prendre.

SUJET

On définit la fonction I d'w
PARTIE I : Etude d’

Om pose, pour tout k de
1. Calculer les intégral

2. a SeitkeM Al

(2k)! =

b. En déduire : 3 (12 3

PARTIE II :  Une autre expression de [(z)

i I
— rge et que —dt = W}
Vi-r RS j; Vi@ A

Pour cela, on pourra utiliser le changement de variable t = sin(u) aprés avoir justifié sa validité.

1
3. Montrer que, pour tout k de N, l'intégrale f
0

4. a. Montrer que la fonction [ est définie sur | et préciser sa parité.
b. Donner lavalear de [{0).

5. Soit z € B,

a. Soient { £ [0;1] et n & N. En utilisant Pinégalité de Taylor-Lagrange 4 'ordre 2n appliquée &
la fonction u — e* +e™™ entre 0 et zt, montrer

T 2(3::)2"“ pantl
et e — < —— ¢
| “ (2K | (2n +1}!
g .
b. En déduire, pour tout nde M:  |[{z) — 3 —— Wy | < ————e*,
| ; (2k)! l 2(2n+1)!
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N - 1
c. En déduire que la série E (k1) converge et que 'on a : E SER(AE = I{z).
=21 =t :

PARTIE II1 : Equivalent de /{z) lorsque z tend vers +oo

1 e—ﬁ T

4 . < oo

6. Montrer, pour tout = de R : i}\fo md‘t-\z
1 1 i
7. & Momrer,pcurtoutude[{];—g—]: lﬁ_mg_(l+u)

b. Soit r € ET. Montrer, & l'aido du ahangement de varishleu=1-1:
_&[t_e
\a'l 0 Vi ’l -3
c. En déduire, pour tout x de B* :
z 1 —:n; 1 1 —zu
° < f _F gz Z f
Valts \/_ o VI—B V2o f Zx/_

8. a. Rappeler 'expression d'une densité de la loi normale d'espérance nulle
En déduire les convergences et les valeurs des intégrales suivantes :

b. Seit € R, A Iaide du
1 e~ T
/

9. En déduire :

PARTIE IV :

Dans cette p
On considére
(@, 4, P), sui
On s'intér

inies sur un méme espace probabilisé

bda) qui, prenant en argument
» de fois les variables aléatoires X

simule la loi de Poisson de paramétre

A la vue de ce graphe, proposer un équivalent de P{[X = Y]} lorsque A tend vers +oo.

oo
11. Montrer: P(X =Y])=¢2* Z 2k ;)z

12. a. Exprimer P([X = ¥]) en fonction de X et de la fonetion 1.
b. En déduire un équivalent de P([X = ¥]) lorsque A tend vers +oc.
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PROBLEME 2

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2.

On note FF = B, [X] 'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n,
et & =(1,X,...,X") la base canonique de E.

On note, pour tout polyndme P de E :
o(P) = %xu _X)P'+ XP.

PARTIE I: Etude d'un endomorphisme de polynémes

1. a. Montrer que o est une application linéaire.
b.  Caleuler (X™).
c. Montrer que @ est un endomorphisme de E.

2, Déterminer la matrice A de ¢ dans la base 9. Préciser le rang de cette matrice.

3. a. L’endomorphisme p est-il injectif 7 Justifier votre réponse.
Soit P un polynéme non nul de Ker({ip).
Montrer que P admet 1 comme unique racine (dans C), et que P est de degré n.
c. En déduire une hase de Ker(yp).

4. Montrer que  est disgonalisable,

5. On pose, pour tout k de [0;n] :  P.= X%
a.  Pour tout & de [0;n], caleuler @ F;

b. Montrer que la famille (Fy, P
cette hase.

c. Déterminer les sous-es

PARTIE IT : Etude d’

On considére une urne cont:
dans cette urne une suite
espace probabilisé (02, A, P)

On note alors, pour tout
distinets qui ont été tirés |
Par convention, on pose :

6. On note, pour tout
un numéro qui n'a

b. Soit k & N*. Caleuler, pour tout 7 de [1; 4],
. 1
En déduire : P{[Zpy =1]) =1 ;E{Yk]-

=j] ([Zk+l = 1]) -
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k
e. Soit k € N*. En remarquant que ¥, = Z Z;, montrer :
J=1

1 k

P([Zpn =1))=1— ;ZP([Zj =1]).

J=1

mn

e. Déterminer alors, pour tout k de N, lespérance de Y.
7. On note, pour tout k de N, Gy, le polynéme de R, [X]| défini par :
Gy =) _P([¥; =i]) X*.
i=0
a. Déterminer les polynimes Gy, G et G,
b. Montrer, pour tout k de N et tout ¢ de [0;n] : Q
i— 1)

k-1
d. En déduire, pour tout k de N* : P2 =1]) = (l - 1) 3

z i ;
P(hn =d) = 2P =) + (1- 2
¢. Montrer, pour tout k de N :
d. En déduire, pour tout k

Pour tout & de

y g)(—z)‘—ixi.

e @ er)e

d. Montrer finalement, pour tout & de N et pour tout i de [0;n] :

=)= (7) § () (%)
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