MATHEMATIQUES II

DUREE : 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la

ESCP- clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante
EUROPE dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du po$sibl
résultats de leurs calculs.
lls ne doivent faire usage d'aucun document ; l'utilisatj to
calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seu
d'une regle graduée est autorisée.

Si au cours de l'épreuve, un candidat repére ce qui
erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et pours
en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera a

SUJET

Dans tout le probléme, k désigne un entief supérienr ou égal a 2.
Notations algébriques

es i coefficients réels et M, (&)
identifie les ensembles M, ()

o Pour tout n €%, on note M., 1 (R) ensemble des matrices-colonnes
I'ensemble des matrices carrées & n lignes et n colonnes a coefficients réels:
et R en assimilant une matrice de M, (R) & son unique co

ce vectoriel My, () est muni de sa
On note (u,v) le produit scalaire de

o La base canonique de Mg 1(R) est notée Cr = (e1,€2,...,ex) €
structure enclidienne nsuelle pour laquelle la base Cj. esther

deux vectenrs u et v de Mg ) (R) et [Jul| = /(u,u) le

Pour toute matrice-colonne d de M,, (R) de comp
de M, (R) définie par :

dy, on note Diag(d) la matrice diagonale

¢ la matrice identité de Mx(R) .

La transposée d'une matrice M est no

Notations probabilistes

Toutes les variables aléatoires et tous les v léatoires qui interviennent dans ce probléme sont définis

sur un méme espace probabilisé (0, A, P].

On dit qu'un vecteur aléatoire discret (¥, Ya, - - ., Yi), & valeurs dans R*, admet une espérance lorsque chacune
de ses composantes en admet une.

On note ¥ la matrice-colonne de My ;(R) de composantes Y7, Ys, ..., Y& et £(Y) la matrice-colonne
de My 1 (R) dont les composantes sont les espérances E(Y1), E(Yz), ..., E(Y}).

\

0p)
L
D)
@)
|_
<
>
LL
T
<
>

w
=)
g
-
=
4
—
Q
)

https://vertuprepas.com/
216 1 ANNALES CCIR 2014-2015



https://vertuprepas.com/

Lorsgue chacune des composantes ¥; {i € [1, k]) admet une variance, on appelle matrice de variance-covarianece
de ¥, notée V(Y'), la matrice symétrique de My (R) dont les coefficients diagonaux sont les variances V(Y;)
et les coefficients non diagonaux les covariances Cov(Y;, Y;) pour tout (i, §) € [1, k]? avec i # j.

En résumé, on pose sous réserve d'existence :

B(Y1) V(i) Cev(¥y,Yz) --- Cov(Vi, Vi)

E(Y; Cov(¥s, ¥ V(Y. S 0 Y,
EI:Y) = (: 2) of v(y] = (:2 ’-J (: ﬂ 3 l'.‘Nﬂ;’z k:l
B(V) Cov(¥ui) Cov(¥aYa) -~ V(%)
P

13
s Dans tout le probléme, on note p = .Pz une matriee-colonne de My ) (B) vérifiant Z =1 et pour
: i=1
Pr
tout i € [1 4], pr = 0.

L'objel du probléme est Uétude des propriétés des malrices de variance-covariance en liaison a
m:m& 1L 'u‘-u" iz A ‘R

Partie 1. Lois généralisées de Bernoulli
Dans cette partie, on note u la matrice-colonne de My ((B) dont tous les coefficients valent

ay
» aa - ¥
1. Soit @ = | . | une matrice-colonne non mille

a

a) Calenler la matrice M et préciser so
h) Caleuler la matrice Ma et en d
¢) Montrer gue M? = oM. Que
d) Mantrer que M est di
) Pour quelles valeurs
f) On suppose que a =
on précisera |'image

On dit qu'un vecteur al
siona:

2. Soit (X1, Xa,..., X]
a) Pour i € [1,&],
suit une loi de

Gatoire suivant la lot

que chague variable aléatoive X;

d) Eerire la matrice V(X).
3. Soit M(p) la matrice de My(R) définie par & M(p) =
a) Viérifier I'égalité : V(X) = (I — M(p)) Diag(p).
b) Montrer que si py, pa, ..., px sont différents de 0, le rang de V(X) est égal a k — 1.
¢) Soit o une permutation de [1, Ic] et py la matrice-colonne de My, (R) de composantes pagiy Pag2)s < Paft)
Montrer que ¥[X) est semblable & (I — p,u) Diag(p,).
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d) Exprimer le rang de V(X) en fonction du nombre d'éléments i de [1, k] pour lesquels on a p; # 0.

Partie II. Tirages avec remise dans une population stratifiée
Dans cette partie, on suppose que pour tout 1 € [1,k]. on a p; > 0 et que py,pa.--., e sont les proportions
d'individus appartenant aux diverses catégories d une population statistique seindée en k catégories distinctes.
Pour modéliser une suite illimitée de tirages équiprobables avec remise effectués dans cette population, on utilise
des variables aléatoires X!™ définies par :

Vn e N, Vi€ [Lk] xm _[1 s I'individu extrait au n-idme tirage appartient & la i-me cal
i e 0 sinon

On suppose que les vecteurs aléatoires (X{™, X{™, ... X[™) (n € N*) suivent chacun la lai Be(p) ( partie
et sont mutuellement indépendants. Cette indépendance mutuelle signifie gue pour tout enti
toutes fonctions i, @, . .., iy définies sur B¥ & valeuss réelles, les variables aléatoires @y (X!
e X2, X X, (X, XS, L, X™) sont indépendantes.
Pour teut n € N*, on note X" la matrice-colonne de My 1 (R) de composantes Xﬁﬂj‘ n) g

matrice-colonne de My, i (R) de composantes S{")_. Sg”}. ViE S&"}, oit pour tout i € [1

4.a) Préciser I'ensemble N, des matrices-colonnes s de My 3 ([B) pour lesquelles
b) Déterminer les lois respectives des deux vafiables aléatoives S{™ ot S+
¢) Montrer que V(8@ = ny(X(1)),

5. Soit H un éément de A vérifiant 0
discréte admettant une variance
a) Justifier 'existence de E
b} On pose : V(W|H)

En utilisant le sy

crups o 'attente du premi
on note T la L o(B) de composantes »
a) Soit i € | i . Quelle est 1a loi de 73 7

) On pose j]. ¢ : i nelle de Ty — (k — 1) sachant Hy.

En déd V(T |Hy,).
¢) En ex at de Ja question 5.b), ét vecteur ¥ = (vq, vz, ... vx) de ¥, Uindgalité -

201 —ps
d) Mo géncralement ) : -T.-);"(-'T"’]xl'[m.
' e ielii
1#]

Partie II1. Support et rang stoc d’

Dans toute cette partie, (¥, Y0, ..., ¥i) dési vecteur aléatoire discret, & valenrs dans B*, dont chaque

composante admet upe espérance ef une variance. On rappelle que Y est la matrice-colonne de My (R) de

composantes Y7, ¥2,. ... Vi

7. On appelle support vectoriel de ¥, tout sous-espace vectoriel F de My 1(R) tel que P([Y —£(Y) & F|]) = L.
On note S(Y) 'ensemble des supports vectoricls de Y.
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1(L.a) Montrer que pour toute matri

12, Dans cette questi

. Soit u une matrice-colonne de My 1(R) de composantes uy, g, . .., g
k

k
¢) On pose : |[Y — EV)F = z (¥ - E(Y}_))’- Montrer que E(|[¥V — £(Y)|?) =ZA;.
i=1 el
. Soit ¢ € [1, k], F un sous-espace vectoriel de My, ,(R) de dimension g et (10, f21 ... fl))
orthonormale de F. '

a) Justifier Uexistence d'un plus petit éément de |’ ble des dimensions des éléments de S(Y).
Ce plus petit élément est appelé le rang stochastique de ¥V et noté R (Y).
b) Dans quels cas le rang stochastique H(Y) est-il nul ?
¢) Montrer que Uinterseetion de denx supports vectoviels Fy et Fy de ¥ est un support vectoriel de Y.
d) En déduire 'existence d'un nnique élément F de S(Y') tel que la dimension de F soit égale & J,(Y ).
L'espace vectoricl F est appelé le support stochestique de Y.

a) Montrer que la variable aléataire z w Y, admet une variance, égale 3 ' V(Y u.
i=1
b) Etablir I'existence d’un unique veeteur (A, Az, -, Ay} de R¥ tel que V(Y] soit semblable & la
matrice Diag(A) et pour lequel Ay 2 A2 > ... > A 20 (on note Diag(A) la matrice diagonale de M,
de coefficients diagonaux Ay, Ag, ..., Ax).
5

a) Soit w € 1. Justifier I'existence de @p(w) = Inf{||Y (w) — E(Y) — x|*; = € I} et mon

I¥{w) — EV)I* = Qriw) + — E(Y), 192

b) A l'aide de la question 8, établir I'égalité ;

iffant || f]] =1, )
déerit ensemble des i
.. ¥3) suit 1a loi Bi(p), out pour to

e inféricure de B(Qp Iensemble des droites
our guelle(s) droite(s) cette

n nul. On note Fj la so
1 sous-espace veetoriel

¢) Que devient 'égalité précédente lo

J .
lles de Mg (R).

.k],nnap.:—::.

b) En déduire la borne inféri
¢) Dans cette question, o

Caleuler les valeurs
vectorielles F' de My,

crs Propres associds aux
e Fc et F # Fo.

a) Caleuler E(Qr,) et
b} Justifier I'existen
¢) Montrer que 7
d) Montrer que le r

™) de Fy, orthogonal &
déduire que E(Qr)

a) A l'aide de la q
b) Montrer que out i € N, ona: B(N\T ||
¢) Etablir 1a relation : E(TTy) = ———

Ppz

i
]
ey

- sii#j
Pi+Dj
Montrer que ln matrice I1 est mversible.
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