MATHEMATIQUES II

DUREE : 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la HEC
clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante ESCP-
dans l'appréciation des copies. EUROPE

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résu
tats de leurs calculs.

1ls ne doivent faire usage d'aucun document ; l'utilisation de toute cal,
trice et de tout matériel électronique est interdite. Seule ['utilisation d
regle graduée est autorisée.

Si au cours de l'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble é
reur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa co
expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a pren

SUJET

Toutes les variables aléatoires qui jiterviennent dans ee probléme sont définies s
(€2, A, P) et & valeurs réelles.
L objectif du probléme est d’ifitroduire une famille de lois de probabilité discrétes, dites 1
qui jouent un réle important en mathématigue de l'assurance, car elles permettent de

d'apparitions d’évé s aléatoires pr I de sources hétérogénes.

espace probabilisé

'oisson mélangées,

factoriels ascendants.
1.a) Vérifier les dgalités : X* = X522 — X<1> ot X3 —
b) Exprimer X* ¢comme combinaison linéaire des p, <> X2 of X912,

¢) Justifier plus généralement que les polynémes
combinaisons linéaires de polynémes factoriels as

se canonique de R[X] sont tous des

2. Soit (r, ) un couple de réels et n un entier naturel.
a) Exprimer r<"*!'> en fonection de <",

b) En déduire pour tout k € [0,n}; larelation : (v + s+ n) r<F> g<n—k> = k41> g<n—k> 4 p<k> g<n—k+l>

n
. n X Exy
¢) Montrer par récurrence que pour tout n € M, on a : (r +8)<"> = E ( )rﬂ‘} gk
k=0

z

MATHEMATIQUES I

https://vertuprepas.com/

w
=
o
=
=
4
—
(%
0p)

ANNALES CCIP 2013-2014 1 211



https://vertuprepas.com/

3. Dans cette question, r est un réel strictement positif et = est un réel fixé de |0, 1[. Pour tout n € N, on pose :

p<ntl> pntl p<nHI> [T g g\T 1
Uy = et R,= — ] di .
nl(l—x)" nl Jo \1-t/ (1-1t)
a) Calculer lim 2L
n=+00 Uy

n
b) En déduire I'existence d'un entier naturel N tel que pour tout n € N, on ait : uy+n < uy o
c) Quelle est la limite de la suite (un)nen ?

d) A T'aide d'une formule de Taylor que 'on citera avec ses hypotheses, justifier pour tout

n

<k>
(1—2)" =Y Tzt + Ra.
k=0 ™

t

¢) Montrer que pour tout t € [0,z],ona: 0 < Jl:Tt < z. En déduire pour tout i ité : Ry < un.
<>

n!

f) Déduire des résultats précédents que la série de terme général z" est

4. Vérifier que pour tout couple (r t0<p ; —p(1-pF=1

Dans toute la suite du prob, variable aléatoire X (Q, A, P} a valeurs dans N suit
la loi binomiale négati ier naturel k, on a :

P(X = H) = p<k>

5. Soit X une suit la loi BN(r,p).
n
a) Soit n égal & 1. Montrer que la v éatoire X,, définie par X, = [ (X —k+1)
k=1
n
admet By <> (1—'—;2) :
b) En d des moments de er 'espérance et la variance de X.

6. Soit X bles aléatoires indépendéintes les lois BN (r,p) et BN(s, p), respectivement.

On p Montrer que Z sui N(r+ s, p).
Partie tiques
Soit X i i . P). On dit que X est stochastiquement inférieure a Y

ur tout réel z, on a : P([X2z]) &P (%2 z]).
Y vérifient pour tout w € Q l'inégalité X(w) < Y(w),

7. Montrer que si les denx variables
alors X est stochastiquement inférieure

8. On suppose que X suit la loi normale d’espérance égale & —1 et de variance égale 4 1, que Y’ suit la loi
normale d’espérance égale & 1 et de variance égale 4 1 et que X et ¥ sont indépendantes.
a) Exprimer P(|X > 0] N[V < 0]) & l'aide de la fonction de répartition @ de la loi normale centrée réduite.
b) Montrer que X est stochastiquement inférieure 4 Y.
¢) A-t-on pour tout w € £, 'inégalité X(w) < Y (w)?
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9. On suppose que X et ¥ sont discriétes a valeurs dans N. Montrer que X est stochastiquement inférieure a4 Y
si et seulement si, pour tout k € N, on a : P([X <k]) = P([Y < ¥]).

10. Soit # et A deux réels vérifiant 0 < # < A, et soit X et Z deux variables aléatoires indépendantes suivant
respectivement la loi de Poisson de paramétre # et la loi de Poisson de paramétre A — 6.
a) Rappeler la loi de X + Z en citant précisément le résultat de cours utilisé.
b) Seit ¥ une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A. Montrer que X est stochastiquement
inférieure 4 Y.
k4
11. Pour tout k € M et pour tout réel ¢ > 0, on pose : F(t, k) =Z?e“.
j=0 4"
a) Ecrire en Pascal une fonction d’en-téte function snite (k: integer; t :real) :real; qui permet
calenler F(t, k).
b) Etablir pour tout k € N et pour tout réel § €]0, 1], I'existence d’un unique réel strictement positif
vérifiant |'égalité suivante : F(M(8, k), k) = 5.

12. Soit X une variable aléatoire discrite i valeurs dans M de fonction de répartition G.

On note V et W les denx applications de € dans [0, 1], définies par : Yw € Q, { ;(?2;0

Soit e un réel vérifiant 0 < @ < 1.

a) Justifier 'existence de L, =Min{k € N; G(k) =

b) Montrer que [W < a] et [V = a] sont des év,

¢) Exprimer P([W < a]) et P([V = a]) 4 I}

d) Soit U une variable aléatoire i densi
Montrer que V' est stochastiq

13. Pour n entier supérieur ou
distribué) de la loi de Poi

Les notations F et M

a) Proposer un estima
b) Soit a un réel tel g
A Paide de la questi

%M(l-%,sn—l) SiSh>1

0 8i Spn=0

Déduire des qu A . Xo,...,X,) sont les bornes d'un
intervalle de confiance de risque inférieur on é étre inconnu £,
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Partie III. Lois de Poisson mélangées
Dans cette partie, T' est une variable aléatoire a densité dont une densité f est nulle sur R_ et continue sur R .

o0
14. Justifier pour tout n € N, la convergence de l'intégrale f t"e~! f(t) dt.
0

+oo i n
15. OnposepourtoutneN:znzf ;e"f{t)dt et v“=22k.
o A k=0
a) Soit A un réel strictement positif et X 4 une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de

+o0
Etablir pour tout n € N, 'encadrement suivant : 0 < 1 — v, < P([X1 > n]) +f f(t)d
A

+o0
b) Montrer que la série Z 2z, est convergente et que Z m =1
n>0 n=0

On dit qu'une variable aléatoire X @ valeurs dans N suit la loi de Poisson mélang
+o0 gn

notée Py, si pour tout entier naturel n, on a : P([X = n])=f %e“f{t) dt.
a !

a densité f,

de T.

a) Reconnaitre la loi
b) Montrer que P

17. Soit (r,p) et
variables al

tive BN(r, p).
vérifiant 0 < r < s et <1.Onnote Y, Z et W trois
ois BN (r,p), BN(s,p) et BN(s,q); ectivement.

a) Montrer
b) A l'aid
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