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EXERCICE 1

On définit la suite des polynomes de Tchebychev par Ty = 1, T3 = X et pour tout n € N :
Toi1(X) =2XT,(X) — T,,—1(X).

On rappelle que pour tout (a,b) € R? :

(cos(a + b) + cos(a — b)) .

1.(a) Expliciter Ty et T5.
(b) Déterminer pour tout n € N* le degré de T,,.
¢) Montrer que, pour tout n € N, (T, T3, ...,T,) est une base de R,,|
)

cos(a) cos(b) =

N —

(
2.(a) Montrer que, pour tout n € N et tout z € R :
cos ((n 4 2)z) 4 cos(nx) = 2 cos(x) cos ((n + 1
(b) Montrer que, pour tout n € Net z € R

3.(a) Montrer que pour tout cou est convergente.

(b) Montrer que I'applicati

(c) Montrer que i isti ors / cos(nz) cos(max)dx = 0.
0
(d) Montrer qu i s, (T, T,,) = 0.
Indication . de variable t = cos(z) aprés avoir justifié sa

validité.
(e) Montrer

(f) En déduire une base orthonormée de R, our le produit scalaire (-, ).

4. Soit n un entier non nul. On définit d,, la distance de X™ a R,,_;[X] par :

d, = inf {||X” _P|, Pe Rn_l[X]}.

- Ty,
(a) Justifier que : X" = E (X" Ty) —— R
k
k=0
(X7, 1)

(b) Montrer alors que : d,, = T

(c) Déterminer en particulier la valeur de d.
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EXERCICE 2

Soit (uy,)n>0 une suite de réels. Si la série numérique de terme général u,, converge, on dit qu’elle converge

a l'ordre 1 et on note alors (R ,),>0 la suite des restes de cette série, autrement dit :
+o0
Vﬂ,EIN, .RLnZZ jg: Up
k=n+1

Si a nouveau la série de terme général R, converge, on dit que la série E Uy conve et

n=0

convergéyon dit que la
i

note (Ran)n>0 la suite des restes de cette série, autrement dit :

+00
VneN, Ry,= Y R

k=n+1

Plus généralement, pour tout entier p > 2, si la.série de terme général R,

série E u, converge a l’ordre p et on note a,

n=0

e

On peut noter : pour tout
Le but de cet exercice e
général u,,.

ins exemples, 'ordre de la rgence de la série de terme

. 1
uement, our tout n € N* @ u, = —.
n
s la u, converge.
nz

1

1. Soit @ € R. On ette question uniq

(a) Rappeler la ssaire est suffisante

On se place us cette condition.
(b) Pour tout

(¢) En déduire que pour tout n > 1 :

1
a—1 (n+1)-

(d) En déduire que :
n—too (v — 1)1’

(e) Sous quelle condition nécessaire et suffisante sur «, la série E u, converge-t-elle a l'ordre 27
n>1

(f) Conjecturer & quel ordre la série g U, converge.
n>=1
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2. On considere, dans cette question uniquement, que pour tout n € N* : u,, = —.

(a) Montrer que la série E Uy, converge.
n>1

1
(b) Montrer que, pour tout k > 3, ux < -, puis en déduire que, pour tout n > 2 :

3
0< Ry, < !
X 1n X 23n
(c) En déduire que la série Z u, converge a 'ordre 2, et que, pour tout n >
n=1
0< Ry < 1
X 2n X 43n

(d) Montrer que, pour tout p > 1, la série u, converge a ’ordre p e

(e) La série Z R, conve

n>1

3. On considere, dan uement, que pour tout n

(a) Montrer que :

(b) Soit N € N.
(c¢) En dédui

(d) Montrer par récurrence que, pour tout entier p > 1, la série Z u, converge a l'ordre p et que

n=0
=)™y
By / (1 + tyr

pour tout n > 0 :

https://vertuprepas.com/


https://vertuprepas.com/

@Ericome

PROBLEME

On étudie dans ce probleme un processus temporel de comptage appelé processus de Poisson.
L’objectif de ce probleme est d’étudier ce processus en partant de deux définitions différentes, qui se
réveleront étre équivalentes.

Les deux parties de ce probleme sont indépendantes.

Partie A - Définition par X, X, ..., X,,.

On considere dans cette partie une suite de variables aléatoires (X,,)nen+, mutuellemen ndantes
et identiquement distribuées selon une loi exponentielle de parametre A € R?.

Pour tout n € N, on note
n

Sn=2 X,
k=1
avec la convention Sg = 0.
Enfin, pour tout ¢ € R, on note N la variabl
S, est inférieure ou égale a t, c’est-a-dire :

Y

Par convention, si I’ensemble é fini, on pose —

X3

FIGURE 1 — Exemple de atidgiwde N, en fonction de t.

1. Pour tout réel ¢ strictement positif, montrer que : P(N; = 0) = e~ .

2. Montrer qu’une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de parametre A si et seulement si AX
suit la loi v.de parametre 1.

3. Pour tout entier n non nul, en déduire une densité de la variable aléatoire A\S,,.

4. Pour tout réel ¢ strictement positif et pour tout entier naturel n, comparer les événements [N, > n|
et [S, <.

5. En déduire que pour tout n € N* et t € R, :

At n—1 At ) n
P(N,=n)= / %e‘“du — / Y emudu.
0 : 0

n—1 n!
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. En intégrant par parties une des intégrales ci-dessus, montrer que :

O
n! ’

Vn € N*, P(N, = n) =

Quelle est la loi de N; 7

. On rappelle que l'instruction Scilab grand(n,p,"exp",1/lambda) renvoie une matri
et p colonnes dont les coefficients sont des réalisations de variables aléatoires indépenda
exponentielle de parametre lambda.

On rappelle également que l'instruction Scilab plot2d(x,y) effectue un tracé q
(x1,y1), (T2, Y2)s -« o, (Tn, Yn) S1 X = [21,20,...,2,] €ty = [y1,¥y2,...,yn] sont de
méme taille.

(a) Ecrire une fonction d’en-téte function U = simulation_S(n,lambda)
tion de S,,.

(b) Ecrire une fonction d’en-téte function V
tion de IV;.

(c) On a commencé a écrire une foncti
tant que 5, < t. Compléter cett

simulation_N(t,lamb nt une réalisa-

SSl,SQ,...,Sn

function L = evolut
L = []
S = grand (1 da’)
while ..

end
endfuncti

script, on note 8 = [S1,...,5,] et
temps 5, de la méme maniere que sur la

(d) On a comm

script Scilab ci-de S.
on souhaite m

tion de N; du te

e _N(t,lambd
(T; Lambda)

3

endfunction

Par laquelle des instructions suivantes faut-il compléter la ligne manquante ?
i) plot2d([S(i),8Gi+D], [1,1])

ii) plot2d([i,i+1],[S(i),8(i+1)]1)

iii) plot2d([S(i-1),S(i)],[i,1i])

iv) plot2d([i,S(i+1)1,[1,i])
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(e) Un-e étudiant-e exécute le script précédent pour 7' = 7 et A = 1 et on obtient la figure suivante :

Que valent dans ce cas N3o
Donner une valeur approxi

Q
&

Dans cette partie, on d . vérifiant les propriétés suivantes :
(Hy) : No=0etp
(Hj) : pour tout t

(Hj) : pour tous
aléatoire IV, ;

(Hy) : P(Ny, >

Enfin, pour tout n

t > 0, la variable a ire Ny, — N, est indépendante de la variable

— N, et N, ont la

ue h tend vers 0

leurs positives.

8. Propriétés
(a) Que vaut po(0)?

(b) Montrer que le processus est croissant, c’est-a-dire que pour tous t,h € R, :

P(Nt+h_Nt 2 0) = 1

9. Détermination de py.

(a) En écrivant Ny, = Ny + (Nyyp, — Ny), montrer que pour tout t,h € Ry :
po(t + h) = po(t)po(h).

(b) En déduire que la fonction py est strictement décroissante sur R .
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(¢) Montrer que pour tousn € Net s € R, :

n

po(ns) = (po(s))".
En déduire que pour tous m € N et n € N* :

Po (%) = (Po(l))m/n-

On pourra poser s = % et utiliser le début de la question.

(d) Soit t € R*. On admet qu’il existe deux suites (u,), (v,) de nombres rationne

vneN, u, <t v, et lim w,= lim v, =t.
n—+o0o n—+4o00

Soit A € R% tel que py(1) = e~*. Montrer que :
po(t) = e M.
10. Loi de ;.
Par la suite, n € N*, t € R et h € R
(a) Donner le développement limité a I’
(b) Apres avoir justifié que ([N, = et d’événements,
montrer que :

(¢) En écrivant Ny, = N, "événements introduit

précédemment, m

(d) Déduire de ce

En déduire

(e) Pour tous
Justifier la

(f) Montrer

(g) Quelle est la loi de N; 7
11. Pour tout n € N, on note .S,, le premier insta
S, =inf{t e Ry, N, =n}.
(a) Que vaut Sy 7 On le justifiera en revenant précisément a la définition donnée.
(b) Soit t € R;. Exprimer I'événement |5y > t| en fonction de N;.
(¢) En déduire que, pour tout t € R, :

t ou N; vaut n, c’est-a-dire :

P(S) <t)=1—e

(d) Reconnaitre la loi de 5.

(e) Montrer que :
Vie Ry, Ny =sup{neN|S, <t}.
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