Sujet S

Voie S

EXERCICE 1

Soit n un entier naturel et soit F = R,,[X] 'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal & n.
Pour tout polynéme P de E, on pose : p(P) = P —2XP'.
1. (a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
(b) Déterminer la matrice associée & ¢ dans la base canonique de E.
(¢) Montrer que ¢ est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

2. Pour tout (P,Q) de E?, on note :
“+oo

<PQ>= / PHQ(t)e™" dt.

(a) Montrer que pour tout (P,Q) € E?, < P,Q >
(b) Montrer que (P, Q) —< P,Q > définit un
3. Montrer que ¢ est un endomorphisme symé
4. On définit une famille (P, P,..., P,

(a) Montrer que (P,
(b) Montrer que la b

orthogonale de R, [X].

t constituée de vecteu:ropres de .

EXERCICE 2

1. On note pour to [ :
1. . 3sin(x)
= —(2 = —.
)= 3 (2sin(a) + o) = 5y e
(a) Factoriser ynome P(X) =2X° -3 1 s .
(b) On pose u(z) = f(z) — 2 pour tout x €
Justifier que u est dérivable sur I et que po I, v (z) = M.
3 cos?(x)

(¢) En déduire les variations de u sur I.

(d) On pose v(z) = z — g(x) pour tout = € I.

Justifier qu’il existe un polynome @ de R[X], de degré deux, tel que pour tout = € I, v'(z) = %.

(e) En déduire les variations de v sur I.

(f) Montrer que :
Veel, g(z) <z < f(x).

- . T T T ™ LT ™
2. (a) En utilisant le fait que =18 calculer cos (ﬁ)’ sin (E) et tan (E)

(b) Déduire de la question 1(f) un encadrement de 7.
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3. On pose pour tout entier naturel n,

=i il et b, = cos il
n =S 37 on n = 3xon )

cos(20) = 1 — 2sin? (9),

Justifier que pour tout réel 6,

et en déduire que pour tout entier naturel n,

1-0b,

1+ b,
s () et b =

()

Ap41 =

Montrer que pour tout n € N,

Ay, Qp
9 x 2" 2" (2 — .
2+bn<7r< <a"+bn>

Justifier que les deux termes de ’encadrement précédent tendent vers = quand n te

Compléter la fonction Scilab suivante afin qu’elle retourne, a 1'aide des relations
3(b), une approximation = de 7 & e pres, ainsi que le nombre k d’itérations qui o

function [x,k]=h(e)

On souhaite étu ombre d’itérations néces fonction de la précision souhaitée. Ecrire
une fonction Sci e parametre d’entrée un entie qui retourne un vecteur de taille p qui
contient les no g i g rke{l,2,...,p}

On utilise la fo e avec p = 30 et on re ement les valeurs obtenues. On obtient

+ o+ o+t o+ o+

Commenter ce graphe.
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PROBLEME

Toutes les variables aléatoires introduites dans ce probléeme sont toutes définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).
Dans tout le probleme, on considére X une variable aléatoire & valeurs positives, et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires
mutuellement indépendantes, de méme loi que X.

On note pour tout entier n > 2, Y,, = inf(X;, Xo,..., X,,), autrement dit :

Yw € Q, Y, (w) = min(X; (w), X2 (w),..., Xn(w)).

On dit que la loi de X est implosive si X n’admet pas d’espérance et s’il existe un entier m > 2 tel que
espérance.
Silaloi de X est implosive, on appelle indice d’implosion de X le plus petit entier m > 2 tel que Y,,, a;

On notera F' la fonction de répartition de X et F;, la fonction de répartition de Y,, pour tout entier n >
Dans le cas ou X (respectivement Y,,) admet une densité, on la notera f (resp. fy).

Partie A - Résultats préliminaires
1. Montrer que pour tout entier n > 2, la fonction de répartition de Y,, est donnée p

Vo €

2. On suppose dans cette question que X n > 2, Y, admet une

densité f, et que :

3. On souhaite prouver dans c admettant une densité ¢

continue sur Rt et dont o

et qu'on a dans ce
(a) Montrer que :

(b) On suppose
Montrer qu

En déduire

+oo
(¢) On suppose que / (1 —®(t)) dt conv tr e V admet une espérance.
0

(d) Conclure.

On admet que le résultat de la question 3 reste vrai si la fonction ¢ est continue sur R™ sauf en un nombre fini de points.

Partie B - Quelques exemples
4. On suppose dans cette question que X admet pour densité la fonction f définie par :

0 siz <0,
fla) = 1f$2 six > 0.

(a) Déterminer le réel a.
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(b) Donner la fonction de répartition F de X.
(¢) Déterminer la fonction de répartition Fy de Y3 et justifier que Y5 admet une densité fa, que 'on calculera.
(d) Montrer que pour tout réel x strictement positif,

[V

1
Arctan(z) + Arctan <5> =

(e) En déduire un équivalent de fo en +oo.

(f) En déduire que la loi de X est implosive et donner son indice d’implosion.
5. On suppose dans cette question que X est une variable aléatoire discrete a valeurs dans N telle que :

1 1

Vk €N, P(X:k):\/k_ﬂ—\/m.

+oo
(a) Vérifier que » P(X =k) = 1.
k=0
(b) La variable aléatoire X admet-elle une espérance ?

) < z
(c) Pour tout entier k € N, donner la valeur de F'(k) = P(X < k).
(d) Déterminer la loi de Y3. Admet-elle une espérance ?

)

) .

(e) Déterminer la loi de Y3. Admet-elle une espér
(f ’implosion ?
: « Briste-t-il, p tatuml m > 2, une loi qui
définie par :
i

0 S
o ={

La loi de X est-elle implosive ? Si oui, que

Partie C - Loi implosive d’i

On souhaite dans cette partie répondr

est implosive et d’indice d’implosio
6. Soit a > 1.

(a) Déterminer un ré

six >

soit une densité

(b) Dans la suite
Déterminer la

est une variable aléat adm comme densité.
artition F' de X.

(c) Discuter, en f existence de l’espéranc

(d) Discuter, en de o, Dexistence de ance de

(e) Répondre a e.

Partie D - L losives

On souhaite dans cette partie répondre a la question sui : ste-t-il des variables aléatoires positives qui n’admettent

0 six <2,
_ a

f(z) = —— siz>2,
z1n*(x)
soit une densité de probabilité.

(b) Dans la suite de cette partie, X est une variable aléatoire admettant f comme densité.
Déterminer la fonction de répartition F' de X.

(¢) La variable aléatoire X admet-elle une espérance ?
(d) Discuter lexistence de I’espérance de Y;,.
(e) Répondre & la question posée.
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Partie E - Variables implosant sur une autre

Soit Y une variable aléatoire positive admettant une espérance. On dit que la variable aléatoire X implose sur Y si
X est implosive et si, en notant m son indice d’implosion, Y;,, est de méme loi que Y.

8. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles et soit n un entier supérieur ou égal a 2 tel que Y, a la méme loi que
Y. A Taide de la formule de la question A.1, exprimer la fonction de répartition de X en fonction de celle de Y.

9. Soit Y une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre p €]0, 1[. A Taide de la questio
montrer qu’il n’existe aucune variable aléatoire X implosive qui implose sur Y.

10. Soit m un entier tel que m > 2. Montrer qu’il existe une variable aléatoire Y admettant une esp
variable aléatoire X implosive d’indice d’implosion m qui implose sur Y.
(on pourra s’inspirer des résultats de la partie C).

11. Soit Y une variable aléatoire positive admettant une densité g. On note G sa fonction de répar
Soit m un entier tel que m > 2. Montrer que s’il existe une variable aléatoire X implosi
m, qui implose sur Y, alors pour tout entier k tel que k > m, il existe une variable alé
d’implosion k, qui implose sur Y.

"implosion
d’indice

Partie F - Variables explosives
On pose pour tout entier n > 2, Z, = sup(Xy, Xo, ...
Yw € Q, Zy,(

On dit que la loi de X est explosive s’il
explosive, on appelle indice d’explosio

12. Pour un entier m donné, exis

13. Existe-t-il des variables alé
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