Mathématiques
Ecricome Option Scientifique, 2014

EXERCICE 1

Soit n € N*, on note E I'ensemble des fonctions f : R} — R telles qu'il existe
deux polynémes P, () appartenant a R,,_;[X] avec :

Vo € RY, f(z) =2P(z) + zIn(z)Q(x).

Pour tout entier k£ € {1,...,n}, on pose :

Uki{R+—>R et vk:{R"‘_) R

r o ok r +— 2Fln(x) Q
la fonction féfinie s ar
f

1ye ey U, Up)
fon JULy e ey Uy Up ).

Pour toute fonction f appartenant a £, on n

Vo € RY

et on note ¢ l'application qui a

1. Prouver que E est el et que £ =
(c’est-a-di el engendré par les
= (ug, vy, ... une base de E.

2. Justifier que f de F se prolon on continue sur

R, et, pourt

3. Démontrer aire. En dénduire lorsque f € E.

que A est non nul et on consideére | définie sur RY. par :

x
Ve eRY,  g(z)=a / £(#) dt.
0
Montrer que g est constante sur R . En dénduire l'expression de la fonction

x> / f(t) dt puis celle de f.
0

7. Pour chaque valeur propre A de ¢, déterminer la dimension de 1’espace propre
de ¢ associé a la valeur propre A. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?
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EXERCICE 2

On rappelle que la fonction I' d’Euler est définie sur |0, +o00[ par :

+o0
Vo >0, I(z) = / t" e tdt.
0

On admettra que I" est de classe C* sur ]0, +o0[ et que :

+oo
VkeN,  Vael0,toof, TI®(x)= / (In(¢))*e " dt.
0

On pose pour tout = €]0, +o0] :
L(z) =In(I'(z)) et W(x)=L'(z)=
1. Justifier que, pour tout x > 0 et tout k£ € N, I'intégrale

est convergente.

2. Exprimer I'(z + 1) en fonction de x e

YV €]0,+

puis préxciser la valeur
3. A laide de I'inégalité

(a) Prou

- 1 1

0<V¥(n+1l+4+a)—¥(n+1l-—a)<V(n+2)—VY(n).
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(b) Etablir que la série E R est convergente et calculer sa somme
n>1
+o0 1 ‘
E —— en fonction de ¥ et de a.
n? —a
n=1

PROBLEME

Soient p un réel appartenant a U'intervalle ]0; 1] et N un entier naturel supérieu
ou égal & 3. On pose ¢ =1 — p.
On considére un tournoi réunissant une infinité de joueurs Ay, Ay, Ag, ..., A
qui s’affrontent dans une série de duels de la fagon suivante :

— Ay et A; saffrontent durant le duel numéro 1. Le perdant est élimi
tournoi, le gagnant reste en jeu;
— Le gagnant du premier duel participe au duel numéro 2 durant lequelil a te
le joueur As. Ce duel se déroule de maniére-analogue et ne dépe du
e

précédent que par l'identité du joueur affrontant As. Le perd
du tournoi, et la gagnant du jeu participe au duel numéro 3 joueur
As et ainsi de suite;
— Pour tout k£ € N*, le joueur A, participe au duel numéro k, g S
3

avec une probabilité pyson adversaire durant ce duel pouvg orter le duel

avec la probabilité.q = 1 — p.

— Est désigné gagnant du tournoi, le premier joueur, s’il y en a
jeux successifs lors du tournoi.

Pour tout entier naturel n, on considére ’évenement FE,, :
n’a pas encore été désigné a l'issue du duel numéro n

PARTIE I : Etude d’un cas particulie

i gagne N

nant du tournoi

On suppose dans cette partie que N = 3 et

dom crée aléatoirement
it en outre la loi uniforme sur

1. Simulation des duels. Rappelons que la
un réel appartenant a l'intervalle [0;

[0;1]).

(a) Ecrire une fonction DUEL en 1 qui crée un nombre aléatoire

et renvoie 1 si ce nombre aléatoire est strictement inférieur a 5 et 0 sinon.

(b) Ecrire une fonction TEST VICTOIRE en Turbo-Pascal qui, & trois nom-
bres a, b, ¢ fournis par 1'utilisateur, renvoie TRUE si les trois sont égaux,
FALSE sinon.

(c) Ecrire un programme TOURNOI en Turbo-Pascal simulant un tournoi
et renvoyant le nombre de duels nécessaires pour que le tournoi dispose
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d’un vainqueur (c’est-a-dire un candidat ayant remporté 3 victoires consé-
cutives). Indication : Si on souhaite, on pourra utiliser les fonctions
DUEL et TEST VICTOIRE en les répétant convenablement jusqu’a ce
que TEST VICTOIRE sur trois DUEL consécutifs renvoie TRUEF.

2. Créer la liste des gagnants possibles pour chacun des trois premiers duels sous
la forme d’un tableau de la forme suivante :

numeéro
du joueur
gagnant
le duel
$
duel 1 0
duel 2 0
duel 3 0

Déterminer les probabilités P(E)), P(Ey), P(Es). Vérifier que :

4. Justifier I'existe . L, T1, T2 tels que

P(E,) = \rf +

Le calcul expli

5. Que vaut la

« le tournoi vainqueur » 7

Partie I1 : E

On revient
entier supérieur

s général

conque de ]0;1[ et N est un
@ défini par :

: p désigne

1. Pour tout entier k€ {1,..., N — 1}, on note Aé") I'événement : « a l'issue du
n-iéme duel, le vainqueur du n-iéme duel a obtenu exactement k£ victoires ».

Justifier I’égalité :

Vn =N, Pun(En) = P(En).
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2. Etablir que pour tout n > N, on a

(Ro) : P(E) = pa " P(Eoy).

3. Calculer P(E)), ..., P(En_1). En déduire que :

PEy)=1—-¢"""!

4. Soit n > N. Démontrer la relation

(R3) : P(En) - P(En+1) :qu_IP(En—N+1)‘

5. Prouver que I’équation Q(z) = 0 posséde une unique solution sur l'interv
[0, 4+-o00].
On note désormais ry cette solution. Justifier que :

rv>1 et Q(rn)>0

6. A l'aide de la relation (Rq) (question 1 établir que :

Vn > 1,

7. Etablir la convergence d

(question I1.4)

8. On définit X s qui ont eu lieu

conviendra que

oire égale au nombre
n du vainqueur dugeurnoi.

X =0silet de vainqueur.
(a) Soit n que les événemen = n) sont
égaux
(b) Dé dmet une espér xprimer F(X) en fonction de

ur

Partie III : Calcul de P(E

Les hypotheéses et définitions mtrodultes a artie IT sont conservées. Les ré-
sultats de la question II.5) pourront étre utilisés librement (méme si la preuve n’a
pas été effectuée).

1. On considére le polynome :

R(X)=1—X+pg" ' x¥

et on admet que :
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(X -1DQX)=R(X) e XR(X)-—NRX)=(N-1)X-N.
Soit z un complexe tel que
Q(z) =0 et Qf(z2)=0.

Montrer que R(z) = 0 et R'(z) = 0. En déduire que z € [0, 00| puis obtenir
une contradiction.

Par conséquent chaque racine complexe de () est de multiplicité 1 donc, d’apreés
le théoréme de d’Alembert Gauss, il existe N—1 complexes non nuls et distincts
21, ..., ZN_1 tels que :

QX)) = (X —z1) (X —2y-1)
. On considére I'application linéaire
CN_Q[X] — CN-1

AR S <S<%)S(z;—1)>

ou 21, ..., zy_1 sont les N — 1 racines

(a) Prouver que f est un isomor

(b) Exprimer sa matrice A
Expliciter ‘A (la tran

(¢) En déduire que 1

admet
. Soient (ay, .

considére la

Vn

En déduire que pour tout n > 1 :

P(E,) = up.
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