ECRICOME

VISER PLUS HAUT

EXERCICE 1

On note :

e M, (R) I'ensemble des matrices colonnes (& n lignes) 4 coefficients réels ;
e M, (R) lensemble des matrices carrées de taille n 4 coefficients réels ;

e [/ Ja transposée d'une matrice U ;

o ker (M) ={X € M, (R) tel que MX =0}etIm{A/) ={MX. X

oit M est une matrice de 91, (R).

On munit 9M,,; (R) de son produit scalai
li| sa norme associce.

On considére une matrice A €
A* = *4. On pose alors B ="1

1. Calculer *B et éta

2. Démontrer

(4). [lAX] = |

e la fonction f définie sur R pa

V(ry) €R: [y = [0 (1-2%) + o (1-9") + 200 ;

| =
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e la suite (uy),, définie par :

Vn 20, Upso = f(Un.Unp1) avec (ug.uy) € [0, 1]2.

1. Etude de f.

(a) Si {a.b) un point critique de f. justifier que a = b puis déterminer t
les points critiques de f ainsi que la valeur de f en chacun de ses point
critiques.

On admettra dans toute la suite que :

Vir.y) e R [(z.y)

(b) Preéciser le ou les extré

{¢) Démontrer que
minorée,

il — g (an + (LH,H) ag = Uy et y = Ug.

un-{—l) .

.7, s tels que :
Yn € = Ar™ 4+ us”

puis étudier la convergence de la suite (uy,), -

Tournez la page s.v.p.
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PROBLEME

Soit = un réel, on note | x| la partie réelle de & c’est-a-dire I'unique entier N tel
que: N<r <N+ 1L
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P) . On définit
Xq sur (9. A, P) par :

Vwe ), Xglw)=[X{(w}.

On admet que Xy est une variable aléatoire sur (22, .A.P). on Pappelle « 1
crétisée de X »
Le probléme consiste :

e 4 étudier quelques propriétés de la discrétisée de variables suiva)
lois usuelles (PARTIE 1)

e puis & étudier plus spécifiquement le cas o les variables pos

sité définie par un polynéme (PARTIE II)

e et enfin a établir qu'une variable discréte, satisfaisant a
est la variable disetétisée d'une variable a densité (P,

Les parties I, IT et/I11 sont largement indépendantes.

PARTIE I : Calculs de discrétisées.
1. En PASCAL,

e la commande floor(x) calcule la parfie entiére éel x ;

¢ la commande random crée aléatoir éel appartenant a U'intervalle

[0y 1] (que suit en outre la loi ung

On rappelle que si 7 suit la loi u
suit la loi uniforme sur 0. a] .

Soit X une variable aléatoire puniforme sur [0.a] (a € R;) et
X, sa discrétisée.

Ecrire une fonction PASCAL qui & un a (positif} fournit par l'utilisateur

renvole une réalisation de X .

2. Soit X une variable aléatoire possédant une densité f. Montrer que :
k41

vk € Z, P(Xdzk)z/f(a:)dm.
k
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3. Soit N un entier naturel non nul et X une variable aléatoire suivant la loi
uniforme sur U'intervalle [0, N].
Déterminer la loi de Xy {on précisera les valeurs prises par Xj).

4. Etablir que I'on définit bien une variable aléatoire discréte Y en posant :

Y () ={1,2....9} et Vk € Y (Q),

1 k41
PIY =k =10 ln( k )

Proposer une densité f telle que si une variable aléatoire X posség
densité alors sa discrétisée Xy suit la loi de Y.

5. Solent X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle

nX
A € RY et n un entier naturel nén nul. On pose Y, = [nX] :

(c) Soit z & R, prouver que :

P(Yngz)zl—exp(—

(d) Donner un encadrement simple defis- istmontrer que la suite

(¥5),»o converge en loi vers une le aléatoire ¥ dont on précis-

era la loi.

>

PARTIE II : Discrétisées et

On note R, [ X| 'ensemble des foncti
plus n et on pose :

nomiales ».

es a coeflicients réels de degré au

vk € {0,  ABE R 2

1. Pour tout entier k£ € {0,..,n}, calculer u (e),) puis exprimer u (¢;,) en fonction
de eg. ... €.

Tournez la page s.v.p.
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9. Etablir la linéarité de u et justifier que si Q ¢ R, [X] alors u{Q) € R, [X].

3. Etablir que la famille (u{ex))gcpen €5t une base de Ry, [X ]

4. Justifier que pour tout polynome R € R, [X], il existe un unique polynome
Qr € R, [X] tel que :

r+1

vreR, R(z)= f@R (t) dt.

5. En considérant n = 1, expliciter Qg lorsque : Vo € R, R({x) = *

6. Soient N un entier naturel et X une

{a) On suppose qu'il existe

= {0,., N},
W Xd(Q)' P(Xd

iable aléatoire dis

{Y(Q):{O,l

(b) On

Yk e Y (2

et tel que Y soit la discrétisée de X Indication : procéder par Dabsurde
et constater que l'une des propriétés des densités n'est pas satisfaite.
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PARTIE III. Variables dénombrables et discrétisées.

On considére une variable aléatoire Y définie sur (€2, 4. P) ainsi qu'une fonction
g: R, — R, quisoit de classe C? sur R, et telles que :

Y(Q)=NetVkeN, P(Y =k)=g(k).

En particulier, la série Z g (k) converge et
k>0

k=0 Q
On suppose en outre que g est décroissante et qu’il existe un réel q
/

< C
{1
Pour tout réel 2, on pos
gf(:g-I-k) sl 2Q

1. Soit z ori x+ k). Quel est le

V.'E & R+7

V(e.e) e (Rs z) - fla)l < Dz —al.
Justifier la continuité de f en tout réel o € R

3. Soit ¢t un réel positif, pour tout entier N, on pose :

N +o0
Sn(B)==> g (t+k) e Ru()=— > g (t+k).
k=0 k=N+1
Tournez la page s.v.p.
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(a) Démontrer que : Yk > 1. Vi€ R,
1 g 1 1
(t+k+1Y t+k t+hk+1

puis que :

C
N+1

YN 20, VteRy, |Ry(D)<

{b) Prouver que :

(c) Justifier que : kiirjl glk)=0c¢t

4. (a) Vérifier que :

(b) Po N =0, on pose Sy dt. Etablir que :

0

400

En déduire la convergence de 'intégrale / f (t) dt et préciser sa valeur.

0
{¢) Démontrer que f peut étre considérée comme la densité d'une variable
aléatoire X et que sa discrétisée X, suit la méme loi que Y.
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