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oy B8 candidats. sont informés. que 4“’:P7€G_is?0.ﬂ‘ des . raisonnements ainsi-que le soin apfurté a la rédaction et aft e

I' lu 'pi‘é;éntation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de

Tappeler avec précision les références des questions abordées. 8i, au cours de l'éprewve, un candidat repére ce

qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant

les raisons des initiatives qu'il est amené & prendre.
Remarques générales:

L'’épreuve se compose de trois problémes indépendants.

* ok ok kK

Probléme 1

4 0 0 8 -1 0 1
On considére les matrices suivantes 4 = 8 3 0),Q= 3 0 0 |etlI=

-2 7 6 2 7 3 0
On note B = (e;,e2,e3) la base canonique de R3. Soit f l'endomorphisme de R® dodt A |
relativement a la base 8. On rappelle que M3([R) st lensemble des matrices carrées d e

réels et M3,1(R) est 'ensemble des matrices a 3 lignes et uneseule colonne, & coefficients

Fartie 1
Caleul des puissances de A
ey =

1. Posons ' = (e}, e3,e3) la famille de vecteurs de E définie par eh =g Tes

a) Vérifier que ef, €; et e} sont des vecteurs propres de f associés respective Al =3 d=4det
A3 =6.

b) Montrer que 3’ est une base de R3.

¢) En déduire que I'endomorphisme f est diagonalisable.
d) Déterminer la matrice P de passage de la base A la

a) Montrer qu'une matrice carrée N d'ordre nts réels, commute avec D si, et seulement si,
N est une matrice diagonale. .

b} Montrer que si N est une matrice carrée d’ordre 3 & coefficients réels telle que N2 = D, alor_s N et
D commutent.

¢) En déduive la solution de I'équation () dont toutes les valeurs propres sont positives.

d) En dédui{é_jlg solution dans M3(R) de I’équation matricielle M2 = A, d'inconnue M, dont toutes les
valeurs prﬁﬁres sont positives.
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Application en probabilité o+

Un mobile se déplace a chaque units de temps sur les quatre somniet ‘d"di i:*arr\é,i ixlimérotés 1,2,3et 4. Au
_ départ (& linstant n = 0), le mqbil:e.’sf:’,;trd}?‘vgf ur [ sommef 1, aprék e mobile se déplace de la fagon suivante :
i) SiaYinstant n (n > 0), le mobile se trouve sur le sommet 1, il sera & l'instant n + 1 sur le sommet 1 avec

la probabilité % et sur le sommet 2 avec la probabilité %
ii) Sialinstant n (n > 1), le mobile se trouve sur le sommet 2, il sera & I'instant 7 + 1 sur le sommet 2

la probabilité } et sur le sommet 3 avec la probabilité 3

av
1
iii} Sia l'instant n (n > 1), le mobile se trouve sur le sommet 3, il sera & I'instant n + 1 sur le sommet 3 av
la probabilité 2 et sur le sommet 4 avec la probabilité 3

iv) Sia l'instant n (n > 1), le mobile se trouve sur le sommet 4, il sera & I'instant n + 1 sur le so
la probabilité % et sur le sommet 4 avec la probabilité %.

Pour tout entier naturel n, on note X, la variable al¢atoire égale au numéro du sommet occup 0
a l'instant n. Nous rappelons que P([Xp = 1)) =1.
1. a) Déterminer la loi de X;.
b) Calculer I'espérance E(X;) et la variance V(X)) de X;.

2. a) Montrer, en utilisant la formule des probabilités totales, que pour tout entier

P([Xn41=1]) = 3P([Xn = 1)).

b) Montrer, en utilisant la formule dés probabilités totales, que pour tout €

P([Xn41 = 2)) = §P([Xn = )+ 3 P([ X5 = 2)).

c¢) Exprimer de méme, pour tout entier naturel n, P([Xn41 = 3]),
P([Xn = 11), P([Xn =8]), P([Xa = 3)) et P(X =4)).

d) Justifier que pour tout entier naturel n, P([X, = 1))+ P{[Xn = N +P([X, =4]) =1.

0 P =1)
3. Onpose B=5Aet C= 3| 0 | ¢cnsote pour tout entier naturel n, P(X.=2) |.
1 P([X, =3)])

a) Montrer gue pour tout entier naturel n, Uny1 = BU, 4C.

b) Recopier et compléter le programme Scilab suivant
Putilisateur.

n: l'entier n étant donné par

¢} Déterminer la matrice colonne L de tellegue L = BL +C. ,,

d) Montrer que pour tout entier naturel n, Un =B(U, - L). i

e) En déduire par récurrence que pour tout entier naturel n, U, — L = B*(Uy — L).

)

4, Déterminer pour tout entier naturel n, P([X, = 1]}, P([Xa = 2]); P([Xn = 3]) en fonction de n.

5. En déduire lim P([X, = 4]).
n—~.+oo
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2 ,,So_lt,lf la fonction reell.e_'fieﬁme:spr. R xR, par f(t;z).5, L Ta. B B ot Nt s
= - g e wt3 (1), : S T .
' Partie1’
Etude d’une densité
0 sit<0

On pose, pour tout réel t, g(t) = f(t,1) = 1 :
m sit>0

1. a) Justifier que I'intégrale I = jg"m g(t)dt converge.
b) Montrer que I = 1, on pourra utiliser le changement de variable u = /2.
c) Justifier que la fonction g est une densité de probabilité.

Dans toute la suite, X désigne la variable aléatoire admettant g pour densiteé.

2. Montrer, en utilisant le changement de variable 1 = v/Z, que la fonction de répartition de J @

0 sir<0
tée Fx défini R F . = -

notée Fx définie sur R par Fix(z) { %arctan(\/i) I s
3. Déterminer I'unique valeur m, appelée la médiane de X, telle que P(X < m) = P(
4. Ecrire un programme en Scilab qui détermine et affiche le plus, petit entier nat e

Fx(n)>1-1076.

Partie 2
Etude d'une fenction définie par une intégrale
Soit ¢ €]1, +oo| et soit ladfonction ¢ définiz sur |0, 2 par p(x) = t3 +
a) Vérifier que  est dérivable sur ], 2] ot que sa dérivée notée ¢’ est d 0,2[ par
¢(x) = (8 079),

b) En déduire les variations de .

—

2. Montrer que l'intégrale 0+ * f(t,z)dt converge si, et seulem
Dans toute cette partie, on étudie la fonction h définis s
par (Cp) la courbe représentative de / dans un repére or

f0+°° f(t,z)dt et on désigne
du plan.

3. a) Montrer que pour tout réel z dans |0,2[, h(2—z)

—i
‘Ll—t.

vez faire le changement de variable

b) Montrer que pour tout réel z dans ]0,2[ et p
sont symétriques par rapport a la droite d’

¢) Justifier que la droite d’équation z =1 3 métrie de la courbe représentative (Cr).

d 1 dt +00 dt
4. a) Montrer que pour tout réel z dans |0, = ﬁ) wtE (t41) fl ntTH(e41)”
14
b) Montrer que pour tout réel z dans ]0,1], 0 b <h N .

i) Mont tout réel z d 0,1] et tout réel ¢ 1 1
¢) i) Montrer que pour tout réel z dans ]0,1] et pour tout réel ¢ dans [1,+00[, 0 < F0rg < S

ii) En déduire que pour tout réel z dans 0,1, 0 < f1+°° Eﬂd(tT < 1"’°° g

d) Montrer que pour tout réel z dans |0, 1], |a(z) - Zl<i,
e) En déJuire que h(z) est équivalent & 2 & droite de 0.
f) En déduire la limite de A(z) quand x tend vers 0 a droite.

[ -
5. Montrer que pour tout réel z dans ]0,2[, h(z) = 1+°° t?rt(tt:-f dt, (vous pouvez effectuer le changement
. _1 T 1 e |
de variable u = ; dans V'intégrale [ s e +1))-

‘
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6. En déduire les variations de h sur 10,2].

' ’ Probléme 3. ,—,;. n Araw gl
omt a un nombre n‘el quelconque G soxt fa la fonction deﬁme sur R.par- SEATRCTAS e
- 1] si t <a
fﬂ(t) = { e—(i—ﬂ) Sl t 2 a .
Partie 1

Etude de quelques variables aléatoires

1. Montrer que pour tout réel a, f, est une densité de probabilité.
Par la suite, on désigne par X, la variable aléatoire réelle de densité Ja

2. Déterminer l'espérance E(X,) et la variance V(X,) de la variable aléatoire X,.
3. Déterminer la fonction de répartition Fx, de X,.

4. En déduire la valeur du réel m tel que P(X, <m)=P(X, > m).

5. On pose pour tout réel a, la variable aléatoire Y, définfepar ¥, = X, —a

a) Déterminer la fonction de répartition Fy, de Y.
b) Déterminer I'espérance E(Y,) et la variance V(Ya) de la variable aléatoire Y.
6. On considére n variables aléatoires X1, X3,4.., X, mutuellement indépendant & que X,,
(n est un entier supérieur ou égal 4 2).
Onpose Spn=X{+...4+ X, et T}, =min(X], ... X").
a) Déterminer 'espérance E(S,) et la variance V(S,) de la variable als
b) Déterminer la fonction de répartition: ey . .
¢) En déduire une densité g, o de la vasianle aléatoire T

d) Déterminer I'éspérance 2(T5,) et la variance V(T%) de la variable aléatoire

Z, =exp(l1—-U) +a.

ui renvoie une matrice & m
mande rand(m,n) renvoie
e loi uniforme sur [0,1].

7. Soit U une variable aléatoire uniforsme sur [0, 1]. On note, pour to
Ecrire, en language Scilab, une fonction simulation, de paramé
lignes et n colonnes contenant m.n réalisations de Za, (on 1,
une matrice & m lignes et n colonnes dont les entrées sont

Partie 2
Exemples d’estimations
On considére pour tout entier naturel non nul n, la variab

1. a) Déterminer le biais b(T},) de T, en tant qu'es

b) Déterminer le risque quadratique r(Th) d gu'estimateur de a, (on rappelle que le risque
quadratigue 7(T,,) = (b(T,))? + V(T3)).

c) Montrer que (T,)n>1 est une suite d’es

de

ymptotiquement sans biais et convergente.

”

2. a) Déterminer, pour tout entier naturel non nu ) 'espérance de U,,.

b) Déterminer le biais b(U,) de Uy, en tant qu’estimateur de 1. i
c) Montrer que le risque quadratique r(U;, ) de U, est définie comme suit : r(U,) = +%—%COV(S,“ T,)
d) Montrer que Cov(S,,T},) tend vers 0 quand n tend vers +oco,

(on poura utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwary : | Cov(S,,Tp) |< VV SO VV(T) )

e) En dedmre que (Up)n>1 est une suite d’estimateurs de a asymptotiquement sans biais et convergente.

vy
)

|
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