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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere ECS,
comporte 5 pages.
L’usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de lg présentation, la clarté et lg récision
des ruisonnements constitueront des éléments importants pour Uappréciation des copies. Il comys
particulier de rappeler avec précision les m des questions abordées.

Si, au cours de 1 ‘épreuve, un candidat repére ce qui Iui semble étre une erreur d'énonce,
Sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené & pren

Le sujet de cette épreuve est composé de deux exercices et de deux problémes indépend

. Exercice 1
A propos de la loi exponentielle

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre

- 2 .
densité f est définie par: f(z) = { Aeg :i i z g '

1. Calculer son espérance E(X) et sa vafiance VD).

0; elle que sa

2. Déterminer sa fonction de répartition notée F.

8. On considére la variable aléatoire ¥ = 1 + [ X], olt |a] désigne
que ¥ est presque stirement & valeurs dans N*, c-a-d P(Y
P(Y = k) = (1 - ) ESRESR SR 1. o Y.
Dans la suite de | ‘exercice, on considére deur variables
suivant la mémedoi que X avec \ = e

du réel a. Montrer
que, pour tout k& € N*,

5 X1 et Xy indépendantes et

4. On considérefla variable aléatoire 7 — max(Xp, X3).

4.1. Vérifier que, pour tout z e R, {Z <z} ={x; < ) o

4.2. Déterminer la fonction de répartition Fz del iable al ire Z ainsi qu'une densité de Z.
4.3. Calculer Pespérance E(Z) de la variable alé

5. On considére la variable aléatoire T — min(X,

5.1. Exprimer la variable aléatoire Z+4+Ten

Vz €R, g(x) = 1(3532 ~ 8z +12)

On considére la suite réelle (u,)nen définie par la donnée de up = \ € R et la relation de récurrence
Unt1 = g(ug)yn € N.

1. Montrer que si Ia suite (Un) nen converge alors sa limite est égale & 2.

2. On suppose que A > 2. Montrer que la suite (Un)nen est strictement croissante et qu’elle diverge
vers +-oo.

3. Montrer qu’il existe deux réely A1 et Ay, avec Al < Mg, tels que u; =
Ag {)\1, AQ}.

4. On suppose que A €]A1, A2]. Montrer que la suite (w,) en tonverge et préciser sa limite.

2 si, et seulement si,

,
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5. On suppose que A < A;. Montrer que la suite (u,)nen diverge vers +oc.
6. Un premier calcul avec Scilab
On prend ici A = 1. Recopier et compléter le programme Scilab ci-dessous pour qu’il calcule et
affiche le terme u, pour une valeur de n entrée au clavier.
n=input(’entrer la valeur de n’)
u= ...
for k=1:n
u= ...
end
disp(u)

7. Un deuxiéme calcul avec Scilab
On prend A =1 et on saisie le code suivant :
=0

u=1
while u<=1,9999
u= (3*u*u-8*u+12)/4
n=n+1
end
disp(n)

Apres exécution, quelle est la signification du résultat affiché par ce g

) Problénme 1
Etude d’une fouction définie par une j

1°7° Partie
Définition et étude préliminaire

1.1. Soit z un réel strictement positif. Si x # 1, vérifier que le
dans l'intervalle ]0, 1[ ou bien dans l'intervalle |1, +oo|.

t d'extrémités x et z2 est contenu

1.2. Justifier que la fonction z —> ni dt , ot In
sur I'ensemble |0, 1[U]1, +oc|.

¢ népérien, est bien définie

2

[U]1, +o0[ par : f(z) = ]I %dt.

Dans la suite du probleme, on note f la fonctio

1.3. Bt

1
— —— sur cet intervalle.
Int

-1

1[ et que f'(z) = pour tout x €]0,1[.

Inz
1.3.3. Préciser le signe de f'(x) pour tou

1.4. Etude de f sur l'intervalle |1, +00[

Montrer de méme que la fonction f est de classe C! sur I'intervalle ]1, +00[ et préciser 1'expression
et le signe de sa dérivée sur cet intervalle.

R®™° Partie
Etude locale et tracé du graphe de f

2.1. Etude de f au voisinage de 0

—-I ’ .
2.1.1, Montrer que, pour tout = €]0,1[, 0 < f(z) < e et en déduire que f est prolongeable par
continuité i droite en 0.

Epreuve de Mathématiques et informatique 2/5 —
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2.1.2. On note encore f la fonction ainsi prolongée en 0. Préciser £(0) et montrer que f est dérivable
& droite en 0; quelle est la valeur de F(0)?

2.2, Calcul d’un développement limité et de deux limites

2.2.1. Ecrire le développement limité & 'ordre 2 de la fonction ln au voisinage de 1.

. _ 1 11
2.2.2. Justificr alors que mE ot +$g1(1).

1 L
2.2.3. En déduire que les fonctions f' et 7 —3 —— —
Inz z-1

possedent des limites finies en
2.3. Etude de f au voisinage de 1

1
2.3.1. Justifier qu’il existe o €]0, 1[ tel que, pour tout €]l — o, 1+ a[\{1}, e
2.3.2. En déduire que, pour tout = €]1 —a, 1 + o1}, |f(z) —In(1+ )| < rouver

la limite de f en 1.
2.3.3. On prolonge f par continuité en 1 et on note encore f la fonction

cette fonction est dérivable en 1 et préciser sa dérivée. (On po
accroissements finis).

théoréme des

2.4, Btude de f au voisinage de +oc

Montrer qu'au voisinage de +odl la courbe représentative de f :
de direction asymptotique L'axe des Y.

: branche parabolique

2.5. Dresser le tableau de variations de f s [0, +0f.

2.6. Montrer que la dériyée de f est strictement, croissante sur [
cette propriété a-elle sur le graphe de f7

telle Conséquence géométrique

2.7. Tracer la courbe représentative de f (unité 2 cm).

38me Partie

1
t.—
3.1. Montrer soigneusement que I'intégrale f I t est
0

3.2. Montrer/que, pour tout couple (@, y) d’élé

nts de rvalle 0, 1], / idt =/ — du et
o t y Inu

Y
en déduire que f(z) — f(y) = f

T

3.3. En déduire la valeur de l'intégrale

me 2

0 & 1

2
On considére la matrice réelle A d'ordre 3 définiepar: A= [0 0 %
1 20

1% Partie
Détermination d’un polynéme annulateur de A et de ses valeurs propres

1.1. Recherche d’un polynoéme annulateur de la matrice A
1.1.1. Calculer A? puis A3,

1.1.2. Vérifier que 44% =34+ I, olt [ est la matrice identité d’ordre 3.
1.1.3. En déduire un polynéme de degré 3 annulateur de la matrice A.

%R%ﬁé?ﬂ%TMﬁ@n&tMﬁ et informatique 3/5 Tournez la page S.V.P.
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1.2, BEtude des racines d’un polynéme
On considére le polyndme R défini par :

Yz eR, R(z) =4z° -3z — 1.

Vérifier que 1 est une racine simple de R et en déduire que —% en est une racine double.

1.3. Quelles sont les valeurs propres possibles de la matrice A ? Justifier votre réponse.

3 0
1.4. Vérifier que les vecteurs V; = [ 2| et V2 = | 1 | sont des vecteurs propres de la matrice 4 e
4 -1

préciser les valeurs propres aux quelles ils sont respectivement associé.
1.5. Préciser alors les valeurs propres de la matrice A.

28me Partie
Calcul des puissances de la matrice 4

On rappelle que le polynéme R est défini par: R(z) =4z® -3z -1,z € R.
2.1. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1, il existe un polynéme @, et des I - tels
que

(*)

S an, b, et

YzeR, z"-= Qn(a:)ﬁ’(z:) + anz+ boz + cp.

Dans la suite de cette partie, on cherche 4 déterminer, pour chaque enti 1
¢n ™ais pas le polynome Q,,.

2.2. Détermination des réels Cuy ba et ¢ pour e N-

Soit 7 un entier naturel nord nul.

2.2.1. En substituantd puis —% & & dans les deux membres de 1 ) ci-dessus, en déduire
deux équations linéaires‘vérifices par les rdels n, by et ep.

2.2.2. En dérivant, par rapport & la variable z, les deux membres dc l'equation (x) ci-dessus et

substituant —% & r dans l'équation obtenue, en déduire une tr équation linéaire vérifiée par les
réels a,, b, et c,.

2.2.3. Résoudre le systéme linéaire constitué des trois é
les expressions des réels a,, Un et ¢, en fonction de n.
2.3. Calcul des puissances de la matrices 4

On admet que si P} et P; sont deux polynémes a
Justifier que, pour tout entier naturel £ > 1, A* = g,

s précédemment et donner

els, alors (P1P,)(A) = P (A)P(A).
déduire de ce qui précede que

o 3te(E) . 3-3(3)*
AT=g (25 (2460 () 2-(2+3%) ()"
4+ (125 188) ()" 4+ (3+9k) ()

Application a ’étude e aléatoire sur le net

On considére le graphe ci-dessous modélisant un internet simplifié constitué de trois pages (ou sites)
placées en ses sommets. Les arrétes du graphe représentent les liens entres ces trois pages. L'algorithme
du « Page Rank » consiste a surfer au hasard sur internet et & compter le nombre de fois qu'on passe sur

chacune de ses page en fonction du temps.

Gs——8@

Figure 1 : Schéma du graphe,
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Dans ce graphe, la page 1 possede un lien vers la page 3 mais n'a aucun lien vers la page 2; la page
2 posséde un lien vers Ia page 1 et un vers la page 3; la page 3 posséde un lien vers la, page 1 et un vers
la page 2.

Dans la suite de ce probleme, on adopte les notations et les hypothéses suivantes ou n désigne un
entier naturel et 7, j des éléments de I'ensemble {1,2,3} =

v pn(j) désigne la probabilité que l'internaute soit sur la page j & I'instant ¢ — n;

v pij désigne la probabilité de se trouver sur la page ¢ & l'instant ¢ = n + 1 sachant qu’
la page 7 & l'instant ¢ = n;

V' Ap(j) désigne 'événement "étre sur la page j a l'instant ¢t = n" .

v" on suppose que les événement An(1), An(2) et A,(3) ont chacun une probabilité

v' on fait I'hypothése qu'une page a une probabilité nulle de pointer sur elle méme, ¢
iz =0 pour tout i € {1,2,3};

v’ on suppose aussi qu'il y @ équiprobabilité entre les liens d’'une page; ainsi,

pointe
sur deux pages, la probabilité P12 d'aller de la page 2 vers la page 1 vau

o = 1
ne p3o = 3.

0 3 pig
v" on considére la matrice B = P21 O pa3 | dite matrice de transition chéma de la
P31 300

figure 1 ci-dessus s'appelle graphe.
3.1. Compléter la matrice B en précisant les valeurs des réels D13, Po,

3.2. Pour j {1,2,3}, calculer la somme Pij + P2+ psj en justifian

3.3. Montrer que, pour tout enfier naturel 1y Preill) =p11pa(l)

3P0 (3) en précisant le
théoréme utilisé.

3.4. Donner, sans démodStration, les expressions de p,.(2) et d
de pp(3).
3.5. Pour tout entier naturel n. on note X la matrice réell

en fonction de p,(1), pn(2) et

(ois lignes et une colonne définie par :

3.5.2. Montrer que, pour tout entier naturel

3.5.3. En deéduire, pour tout entier nature
en fonction de et des probabilités ro(1), py

3.6. Etude des suites (Pn(7)), 2y POUr j €

r des probabilités p,(1), Pn(2) et de py(3)

3.6.1. Préciser les limites des suites

—

n(—TI)TL)nEN'
+ po(3).
pries (P;I{‘Z))neN et (pn{B))neN qu'on notera respecti-

3.6.2. Préciser la valeur de Ia somme o
3.6.3. Déterminer les limites des suites (pn(l
vement £y, £5 et £,
3.7. Comparaison de la Popularité des trois sites
3.7.1. Déduire de ce qui précede L'ordre des trois sites du plus visité an moins visité a
3}
3.7.2. Que représente le vecteur £5 | pour la matrice de transition ?
l3

u fil du temps.

FIN DE U'EPREUVE
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