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L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filitre ECS,
comporte 4 pages.
L’usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et | precaswn

des raisonnements constitueront des éléments zmioﬁants pour lappréciation des copies. Il

particulier de rappeler avec précision les |références | des questions abordées.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui Iui semble étre une erreur d’énonc :
sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a pre

Le sujet de cette épreuve est composé de deux exercices et de deux problémes indépe

Exercice 1
Des probabilités avec Scilab

ivant une loi
maximum des

Dans cet exercice, on s'intéresse au maximum de n variables aléatoires i
uniforme sur {1,...,p} : concrétement, on tire n = 4 fois un dé & p = 6 fa
tirages ?

On considére donc deux entiers n, p,£t n variables-aléatoires indép
un espace probabilisé (02, 4, P) et suivant la loi uniforme sur-{1,...,

«y Xp, définies sur

Vke{l, a,p}, Xi—=U(Lp
On définit par ailleursda variable aléatoire ¥ = max(X;, X
1. Que vaut Y ()2
2. DéterminerdP(¥ =1).
3. Pour tout k€ {1,...,p}, déterminer P(Y < k), pui

4. Ecrire un code Seilab gui produit un affichage gr
la ligne polygonale reliant les points de coordon

entant ces probabilités, c’est-a-dire
rkeY ().

5. Ecrire une fonetion Scilab prenant en entré
retournant le maximum de ces valeurs (I’ap
la variable aléatoire ¥').

tte fonction est donc une expérience qui simule

Soit n un entier > 2. On considere n
tous égaux entre eux. On cherche & m
minimum la somme

-, (Zn, yn) du plan euclidien R2, avec des z; non
te des nombres réels A et yu, uniques, qui rendent

T+ - )

i=1

T [
Pour tout entier naturel k, on pose s = sz et tp = Zacf Yi.
i=1 i=1
n
1. Premitre méthode : On pose f(A, pu) = Z(Axi + e —1)%, (A, ©) € R2.
i=1
1.1. Justifier que la fonction f est de classe €2 sur R2.
1.2, Caleuler les dérivies parti( les de fet Jes exprimer A Paide de sq. o, So.fo et fy.

1.9, Montrer que sysy — 51° > (0, On pourra faire une interprétation euclidicnne de cotie (quantite
dans R" muni de son produit scalaire canonique.
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1.4. Justifier que la fonction f posséde un unique point critique (Ao, uo) & préciser, et montrer que
f présente en ce point un minimum global strict puis conclure.

2. Deuxiéme méthode : On veut retrouver le résultat demandé en raisonnant dans I'espace eu-
clidien R™ muni de son produit scalaire canonique et de la norme associée. Pour cela, on pose
L (B e vy Bn) B Ly (1)

n
2.1. Vérifier que |ly — (Az +pe)|* = Z(A zi +p— yi)
i=1
2.2. Calculer la projection orthogonale de y sur le sous-espace vectoriel de R? engendré lesy
vecteurs x et e, et 'exprimer a 1'aide de sq, 51, 82, tg, t1, T et e.
2.3. Conclure.

Probléme 1

Des probabilités avec de ’algébre linéaire

Dans ce probleme, B = (e3, e, e3) désigne la base canonique de R? et u I’endomorp

a a a
la matrice M, relativement a la base B, est donnéepar M = | & b b | aveca, b
e ¢ ¢

On rappelle que e; = (1,0,0), ez = (0,1,0) et eg =(0,0,1).

La deuxieme partie de ce probleme utilise lestésultats de la premigre partie.

1¥'¢ Partie
Etude de la diagonalisabilité de M

1.1. Recherche du rang de 44
1.1.1. Justifier que lefrang de M est < 1. La matrice M est-elle inve

1.1.2. Préciser le rang de M selon que (a,b.c) = (0,0,0) ou bien (a, b, c) - B.0Y.

1.2. Recherche d’une base du noyau Keru de u
1.2.1. Préciser la dimension de Ker « suivant les valeurs

1.2.2. Déterminer, suivant les valeurs des réels a, b et
a=b=c=0et (a,bje) #(0,0,0).
1.3. Dans cette question, on pose s =a+ b+ c.
1.3.1. Calculer M? en fonction de M et s.

eru. On distinguera les cas

1.3.2. En déduire que 'endomorphisme u est
bien s = 1.
1.4. Dans cette question, on pose aussi s =

1.4.1. Vérifier que si s = 0 alors u admet, ique valeur propre.

1.4.2. Si s = 0, montrer que la matrice sable si, et seulement si, (a,b,c) = (0,0,0).
1.5. Dans cette question, on pose s=a+b+ce uppose que s # 0. )

1.5.1. Montrer que les vecteurs fi = €1 —ea , fo = eg — e3, et f3 = ae; + beg + ce3 forment une base
Bl de Ra.
1.5.2. Déterminer la matrice A de u dans la base B;.
1.5.3. En déduire que M est diagonalisable et que son spectre vaut Sp(M) = {0, s}.
1.5.4. On considére la matrice K, = M — al3, ol « est un réel.
(i) En écrivant M sous la forme M = PAP~! ot P est une matrice & préciser, montrer qu'il existe
une matrice diagonale A, que Ion caleulera. telle que K, = PA, P~

(i) Pour quelles valeurs du réel o la matrice K, est-elle inversible ?

Epreuve de Mathématiques 2/6 —
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0 -1 -1
1.6. Application : On considére la matrice A= | 1 2 1 [. En utilisant ce qui précéde, montrer
-1 -1 0

que la matrice A est diagonalisable, déterminer ses valeurs propres et dire si A est inversible.

gtme Partie

2.1. Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = AeFe™ 2 avec A > 0.
2.1.1. Montrer que f est une densité de probabilité sur R.

2.1.2. Soit U une variable aléatoire de densité f et soit V' = exp(U). Déterminer la fonctio
répartition de V en fonction de celle de U. En déduire que V' est une variable al
Reconnaitre la loi de V.

Dans la suite de cette partie, X, Y et Z désignent trois variables aléatoires indépe ies sur un
espace probabilisé (§2,.4, P) et suivant toutes la loi exponentielle £()) oll A est un rg itif.
X X X
On considere la matrice M1 = |Y Y Y |.

Z Z Z
2.2. Rappeler 'espérance et la variance de X«

2.3. Dire, sans chercher sa loi, pourquoiX + Y ne peut, suivre une loi n

2.4. On rappelle que pour tout couple (U, V) de variables aléatoires in
fu et fv, la variable W = U + V_admet une densité fw définie par

es ensités respectives

+00
Voek M- [ o, .
2.4.1. Vérifiex/que si fiy et fy sont nulle sur R™, alors

) dt.

T
Y ¢ €R, fW($)=/ fu —t
0
2.4.2. En déduire que § = X +Y + Z est une Z‘a;ble & densité et montrer quune densité

de la variable aléatoire S est donnée par

fs(z) =

sinon .

Pour traiter la suite de cette partie, o
2.5. Etude de la matrice aléatoire M.

avec profit les résultats de la premiére partie.

2.5.1. 'Montrer que la probabilité triééyM ne soit pas diagonalisable est nulle.
2.5.2. Quelle est la probabilité que valeur propre de valeur absolue > 17

Probléme 2

Etude des suites définies par une relation de récurrence linéaire

Dans ce probléme, K désigne le corps R des nombres réels ou C, celui des nombres complexes.
On note E = KN le K -espace vectoriel des suites d’éléments de K et @ I'opérateur de décalage défini
sur E par :
Z((up)verw) = (p1 ren -
De miéie, KiXN] désigne Tespace vectoriel des polynomes » coefficients dans F & une indeterminée o1
pour tout n € N, K, [X] dénote le sous-espace vectoriel de KX | formeé des polynomes de degre € n.
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r—1
SiP=X"— Zaqu =X —a 1 X"~ 2 g1 X — qg est un polynéme a coefficients dans K
g=0
de degré r > 1, on lui associe la partie de F, notée #p(K), formée des suites (ug)pen d’éléments de K
vérifiant la relation de récurrence linéaire :

r—1
VREN, Unir=agUn+a1Unt1+ o+ GrolUnir-1 = 9 Gglingg-
=0
1%re Partie
Structure de I’ensemble #p(K)
-1
Soit r » 1 un entier naturel et soit P = X" — Z aqX? un polyndme & coefficients dans K

g=0

3.1. Vérifier que .%p(K) est un sous-espace vectoriel de E.
3.2, Détermination de la dimension de .%p

3.2.1. Montrer que l'application

¢F p(K) — K"
(uk)eeN = (U0, Uty -, Up—1)
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

3.2.2. En déduire que la dimension du K -espace vectoriel .#p(K) est
3.3. Etude de 'opérateur 2 en relation avee #p(K)
3.3.1. Montrer que 2 est'un endomorphisme de E.

Dans la suite du probléme, on définit des endomorphismes de E en :

r—1
2° = idg e, pour tout m € N*, 2™ = 9 0 9™ 1 puis (2)=2" - a,2"
a=0
3.3.2. Exprimer @9((ug)ken) pour tout g € N et tout ) xe

3.3.3. Montrer que #p(K) coincide avec le noyau d morphisme P(2) : #p(K) = Ker P(9).

A K[X]
Q

(attention, @ DE X + 1 et non pas @ FOIS X + 1).
4.1.1. Vérifier que A est un endomorphisme de K[X].

Zéme P
Etude de 5p(K) d articulier
On s’interesse ici & la détermination de &p( asol P=(X-1)"avecreNetr3?2.
4.1. On considére 'application
oy

X,
1) - QX)

4.1.2. Si@ € K[X] est un polyndme non constant, préciser le degré de A(Q) en fonction de celui de
@, ainsi que le coefficient dominant de A(Q) en fonction de celui de Q.

4.1.3. En déduire que A(K;[X]) C K;—1[X] et que le sous-espace vectoriel K, _j [X] est stable par A.

4.1.4. On note A, l'endomorphisme de K;_1[X] défimi par A,(Q) = A(Q). @ € K. [X].

Montrer que l'endomorphisine A, 7 est nul, Oun rappelle que 4,7 = Ao v 0 A,

r fois
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4.2. On considére l'application

V:Kri[X] — FE
¢ (Q(k))keN

4.2.1. Montrer que ¥ est une application linéaire injective.

4.2.2. En déduire que I’espace vectoriel Im ¥ est de dimension .
4.3. Expressions des éléments de 54 x-1yr (K)
4.3.1. Vérifier que, pour tout Q € K,_1[X], (2 — idg) e ¥(Q) = ¥ o ALQ).
4.3.2. Montrer que (2 —idg)" o U=V oA,." =0 et que Im ¥ C Ker (2 — idg)"
© 4.3.3. Montrer alors que Fx-1yr(K) = {(QK)) yony 5 @ € ey [X]).
4.3.4. Justifier que la famille ((1)ke, (k)ken, . . ., (k"1)ken) est une base de %

3éme Partie
Expressions des éléments de #p(K) selon P € K

5.1. Casot P=X - ) avec A e K
5.1.1. Vérifier que (ug)ren € Fx—x(K). si, et-seulement si, pour tout
5.1.2. En déduire que Sx_(K) = {a(A") cn ; o €K}

5.2, Cas ot P = X" avec r € N*

5.2.1. Veérifier que (ug)ren € Fr(K) si, et seulement si, pour to
5.2.2. En déduire que lafamille (g, . .4 ,Er—1) €St une base de

& =1(0,...,0,1,0,...), led se trouvant au j iéme indice.

5.3. Cas ot P=(X - XA)" avec Ac K\ {0} et recNetr>2
5.3.1. Développer le polynéme (X — ).
5.3.2. Montrer que (ug)ren € Ker (2 — A\ idg)" si, et se
5.3.3. En déduire que Hx_ - (K) = {(AkQ(k))k

5.4. Cas ot P'= (X — A)(X — p)" avec A, €K,
5.4.1. Soit @ € K\ {1}. Montrer que 'applica

aQ(X + 1) — Q(X) est linéaire et bijective. On

K [X].

5.4.2. Soit (ug)ken € &»(K) = Ker P(g,
déduire qu'il existe @ € K- [X] tel que

[X] dans lui méme qui 3 Q fait correspondre
T sa matrice dans la base canonique de

(2 - /\idE)((uk)keN) € .5”(X_#]r (K) et en

Vne = pu"Q(n).

5.4.3. On note Q; € K,_1[X] un po "tel QX +1)-Qu(X) = Q(X) (5.4.1.). Montrer
que
n_ 1 _—
VneN, wu,=1uA"- XQl(O)A + 5 Q1(n).

5.4.4. En déduire que Hx—x)x—u-(K) = {(8 7 + 1FR(k)) ke B €Ket R e K [X]}.

5.4.5. Etude d’un premier exemple

Déterminer les entiers qui sont racines du polynéme P, = X4 +2X3 _9x 1 puis le factoriser dans
R[XT; donner l'expression des éléments de “p (R).
5.5. Comment étudier le cas ot P = (X — ANX — )" avee A # 0 mais pouvant étre égal a 11 € K et
re N*? 7
5.6. Cas ot P= (X -\ avec A\c K, Q¢ BefXTelvra b

9.6.1. Montrer que P(Z) = Q(Z) o (% — Aidp) = (Z - Mdg) o Q(9).
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5.6.2. En déduire que (up)ren € Zp(K) si, et seulement si, (2 - Midg) ((uk)kem) € H(K)

r
5.7. Cas général : On suppose ici que le polynéme P € K[X] s’écrit P = H(X — Ap)™, ol T est un
k=1
entier > 2, A1, Ag,..., A, des éléments deux 3 deux distincts de K, et my,mo, . .. ;™M des entiers naturels

non nuls.

5.7.1. En faisant un raisonnement par récurrence sur le degré de P, montrer que les élémeuts’ de

T
Zp(K) sont les suites de la forme ( E ,\ERk(n)) a5 ou Ry € K, —1[X] pour tout &k € {1,...,
mn

k=1
On pourra exploiter le résultat de la question 5.6. précédente.
5.7.2. En déduire alors une base du K-espace vectoriel Fp(K).

5.8. Montrer, en précisant 1'énoncé du théoreme utilisé, que pour tout polynéme unitaire
éléments de #p(C) ont toujours la forme des suites trouvées dans la question 5.7. précg

5.9. Etude d’un deuxiéme exemple

Donner la forme générale des éléments de R (C)ot Py=XT-3X845X5_7x4
sachant que 1 est racine triple de P,

FiN D

R
&
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