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Exercice 1

On donne les matrices :

7 3 _3
g i 1 1 1 -1 0 O 1 O
A= > 3 -3 ,P=<1 1 —1),D=<O 2 O>etl=<0 1
33y 10 1 0 0 2 00
2 2
Partie I

1) a) Montrer que P est une matrice inversible et calculer sa matrice i

&

t entier natur PD"P1,
ler D™ en fonction de n.
en déduire l,eXP® en fonCtiOIl de n.

en » (Zn)pen sont défini les conditions initiales :

ur ier naturel n
n g5 3z, +1

n—3zZp+1

b) Vérifier que P™* | o |=
-2

Slhmime g

2) a) Vérifier que A=PDP~!

b) Montrer par récur

Partie II

Les suites (x

Xo=—4,y o= —letpo

_ Zn+1 = EXn_EYn_Zn_Z

1 Xn
On pose B= < 1 ) et pour tout entier naturel n, X, = (Yn)
) Zn

1) Justifier que pour tout entier naturel n, X,,; = AX, +B. (1)
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2) On se propose de trouver la matrice colonne U € M5, (R) telle que :
U=AU+B  (2)
a) Montrer que la relation (2) est équivalente a (I-A)U=B.

b) Vérifier que A2 — A — 21 = 0 ou 0 est la matrice nulle de M5 ; (R) et que

(—%A) 1—A) =1

¢) En déduire que la matrice [-A est inversible et calculer son inverse.

d) En déduire que U= — %AB et vérifier que U=<—4
-1

3) a) Montrer que pour tout entier n

b) En déduire par récurrence

AY(X, — U).

4) En utilisant I'exp estion 2) d),

calculer x,,,y,

5) Posons (a,) Cn)nen l€s suites qui s ¢finies par les conditions

initiales a, = et co=e 1, telles sont positives et pour

tout entier n

In(ap;q = Ebn—3 In(c
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Exercice 2

0 six<O0
i(xg’ +2x%)ez six=>0

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repere du plan.

Partie I %
1) Déterminer la limite de f en +co. v
2) Montrer que pour tout x réel positif, f'(x) =I—61 x(x? — 4x — 8)e2XQ

Soit f'la fonction définie pour tout réel x par f(x)= {

3) En déduire que pour tout x réel positif f’(x)=;—; x(x —x)(x — e C

X, et X, a déterminer.

4) Donner le tableau de variation de f sur R*.
Partie I1
Q“ - Jy e

a 2.

—X
1) Onpose ], = [ 0+°° e 2 dx et pour tout entier nature

a) Montrer que I, est une intégrale convergente é

b) En utilisant une intégration par parties, m ur tout réel positif A,

A nt1,5 N+l o A
Jy x"*tezdx=-2A""ez + 2(n+1) [ x

-A
; n+i. 5
lim A e2 _ 0' On

c) Montrer que 5% n changement de variable en

posant t=2(n+1).

d) Montrer que pour tout entier na

Ly = 2(n+ DI,

est convergente et que :

e) En déduire par récurrence que pour tout entier naturel n, I, = 2***n!.

2) Soit la fonction g définie sur R par g(x)=1—16 f(x).
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a) Montrer que g est une densité de probabilité d'une variable aléatoire que 'on

notera s.
Calculer I'espérance E(S) et la variance V(S) de S.

Partie 111

N
Posons pour tout entier naturel non nul N, sy = ),
k=1

Ig—1
(k+1)12k

(g . 111
1) a) Vérifier que pour tout entier naturel non nul k, oD -k e

b) En déduire que pour tout entier naturel non nul N, Sy=1- ﬁ

» In—1

nz1 (p+1)120

2) Montrer que est convergente et calculer sa valeu

Exercice 3

On dispose d'un dé cubique classique équilibré et d'un
équilibrée. On lancele dé et on observe son résultat.

c’est-a-dire 2 ou 4 ou 6, on lance la piece de monnaie deux

Dans tous les autres cas, on lance la piece de mgnnaie seule fois.

On note X la variable aléatoire egale au résultat du note Y la variable
aléatoire égale au nombre de piles apparu. de cette expérience.
1) a) Vérifier que X suit une loi unifor
b) Donner I'espérance E(X) et lava

2) a) Montrer que pour k € {1, 3, oY =0) = %

1

b) Montrer que pourk € {2,4, 6}, P x_jn(Y = 0) = "

¢) En déduire la valeur de P(Y=0).

3) Montrer que P(y=2)=P((Y=2)N(X=2)) + P((Y=2)N(X=4)) +
P((Y=2)N(X=6)).
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4) Donner finalement la loi de la variable aléatoire Y, Calculer son espérance E(Y)

et sa variance V(Y).
5) a) Donner, sous la forme d’un tableau a double entrée, la loi du couple (X, Y).

b) Est-ce que les deux variables X et Y sont indépendantes ? Justifier votre

réponse.
c) Calculer la covariance de X et Y.

d) Déterminer le coefficient de corrélation entre les deux variables aléatoi et

Y.
Exercice 4
f(t) =0, si
On considere la fonction définie sur R par -1, -1
f(t) =ex —e

1) a) Montrer que f est continue sur R.

b) Soit 6 un réel del'intervalle |0, 1], montrer que 63 .

-1
¢) Montrer que si t> 0 alors ei2" est un réel de I'i lle ]O, 1].

-1

d) En déduire que pour tout réel t, f(t)= 0, ( a poser 8 = e1z").

Dans toute la'suite de I'exercice on note p del x, F(x)= f_xoo f(t)dt.

2) a) Que vaut F(x) lorsque x < 0? Ju @ ix>0, F(x)=fg( f(t)dt.

b) Montrer que pour tout couple defrée elquex>0eta> 0,
X _atqy _ 1 -
foeadt—a(l e~3X)

-1 -1
c) En déduire que pour tout réel x strictement positif, F(x)=1-4e+ *+3e3 "

. : lim
d) Déterminer N +OoF(x)

On considére alors une variable aléatoire X admettant une densité f et de fonction

de répartition F.
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3

_4 -
3) Vérifier que P(3< X < 4)=-7++e 1+3e3 +4e+.

4) On s’intéresse dans cette question a I'équation notée (E) : P(X < p)=P(X > p).

Equation dont 'inconnue est le réel strictement positif p.

a) i) Justifier que pour tout réel x, P(X > x)= 1- P(X < x).

ii) En déduire que I'équation (E) est équivalente a I'équation (E") : P(X < p) =

-1 -1
i) Montrer que (E") est équivalente a I'équation (E”) : 1-8e+"+6e3 *=0.
b) Montrer que la fonction g définie sur ]0, 1[ par g(6)=1-803+60*

bijection de ]0, 1[ sur |—1, 1].

c) En déduire que I'équation (E) adm e et une seule soluti n

cherchera pas a calculer).
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