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Partie 1. Partitions de 'identité,

Soit k endomorphismes wy, s, ..., uy de E. On dit que wy, ug, ..., uy constituent une partition de Videntité
de B si:uy 4 ug o0 uy = idg,

0o 1 0
1. Ezemple 1. Dans cette question, n = 3 et E =R, Soit A= ({] 0 {}) et f 'endomorphisme de & de
0 0 -1

matrice A dans la base canonique de R®.

i) Préciser le spectre de la matrice A et montrer que A n'est pas dingonalisable,

b) Montrer que le polynéme Q@ € R[X] tel que Q(X) = X% 4+ X? est un polynéme annulateur

¢) Existe-t-il un polynéme de degré 2 annulateur de A 7

d) Trouver deux polyndmes @Q; et @z de R[X] pour lesquels les deux endomorphismes @,
des projecteurs et constituent une partition de I'identité de R®.

valeurs propres distinetes Ay, Ag, ...
Pour tout i € [1,k], on note :

s L;(X) le polynéme de R[X] défini par L;(X)

= [y, (f) le sous-espace propre de f

= ; l'endomorphisme de E défini p
k

a) Justifier 1'égalité : B = ea o1 nulateur de f.

b) Etablir pour tout i
¢) Pour tout j € [1,

constituent une p

d) Etablir pour to
3. Soit & endomorphi
Pour tout i € [1,

a) Etablir les rel Im(w;) et n <

b) Montrer que veetoriels Im(u vooy dmi(ug) sont en somme directe si et seulement

siona:n= i

iml
¢} Dans cette question, on cherche & montrer
k
(1) nm Z .
im]
(2) Les endomorphismes wy, ug, .. ., uy sont des projecteurs.
(8) Pour tout (4, 5) € [1, k]% avec 196 5, ona : w0 u; = Og(py.
(i) En utilisant la trace des matrices de projecteurs, justifier implication (2) = (1).
(i1) A I'aide de la question 3.b) et en éerivant, pour x € E, les vecteurs uy (x), us(x),. .., up(z) comme
des sommes de k vecteurs, établir Uimplication (1) == (3).

des propriétés (1), (2) et (3) suivantes ;

(#i1) Conclure en établissant une troisiéme implication.
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Partie I1. Représentation matricielle d’un projecteur orthogonal.

4.a) Soit p un endomorphisme de E et P la matrice de p dans 1a base B.
Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si on a : P? = P et 'P = P,
b) Soit f un endomorphisme de E et M la matrice de f dans la base B,
Etablir 'existence d'un réel a et d'un projecteur orthogonal p tels que f = ap, si et seulement si
ona:tr(M)M? = tr(M?) M et 'M = M, ot tr(M) et tr(M?) sont les traces respectives de M
5.a) Ecrire en Seilab une fonction " function t=tr(A)" qui calcule la trace d'une matrice carrée A.
b) La fonetion " issym” suivante permet de tester si une matrice carrée A de taille n donnée mdétrigue

(1) function beissym(n,A)
(2) be%T; // affectation de la valeur booléenne True a la variable b,
(3) for i=1:n-1

(4) for j=i+l:n

(5) b=b & A(L,j)==A(],1)
(6) and ;

(N end ;

(8) endfunetion
Préciser la signification de la ligne (5) du o fglition " issym”
en indiquant les valeurs d'entrée ainsi :

¢) La fonetion "orthoproj” suivante,
matrice carrée M de taille n do
la matrice de endomorphis
précédentes (mw&tinnﬂ ]

181, pour une
al p pour lesquels M est
les denx fonetions
uffisante de la question 4.b).

(9)
(10)

g la condition né @
(11) @

(12) end
Compléter | de et donner le rtie obtenues par application de cette fonetion
11 . 1
aux deux m . D)m(l 1).
Les définitions el notations suivantes concernent les ions 6 4 9.

Pour tout vecteur & € E, on note X la matrice colonne de ses eoordonnées dans la base B,
Soit F = (51, 82, . .«y8k) une famille de k vecteurs de E et F le sous-espace vectoriel de E engendré par F.

On note § la matrice de M, ,(R) dont les colonnes sont, dans cet ordre, Sy, 8a,..., 5.
On rappelle que pp est le projecteur orthogonal d'image F.

f.a) Montrer que les deux matrices S et 'SS ont le méme rang,
b) Soit y € E. Montrer que y &€ F si et seulement si il existe une matrice Z € M, (R) telle que ¥ = 5 Z,
¢) Soit y € E. Montrer que y € F* si et seulement si la matrice colonne 'SY est nulle,
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d) Soit € E et y = pr(x). Etablir Vexistence d'une matrice Z € My, (R) telleque Y = S Z et '§X = '§5Z.
¢) En déduire 'expression de la matrice de pp dans la base B en fonction de S lorsque la famille F est libre.

7. Seit M une matrice symétrique de My (R). On appelle inverse de Penrose-Moore de M toute matrice N
de My (R) qui vérifie les quatre propriétés snivantes :

MNM=M; NMN=N, *{MN)=MN ; HNM)= NM .
a) Etablir 'existence d'une matrice Q € M(R) et de réels py, pa, ..., pp qui vérifient la relation s

M - QDI.“H(FJ]J P2y ka)fQ"
b) On note h 'application de R dans R telle que : V1 € R, h(t) = {

définie par : M) = Q Diag(h(m), h(p2), ..., hip)) Q.

Montrer que M) est une inverse de Penrose-Moore de M.
¢) Soit N une inverse de Penrose-Moore de M.,

(1) Justifier les égalités : N = M'NN et M?N = M,

(ii) Soit I/ une matrice de My (R). On suppose gue M*U est nulle. Montrer

(#ii) On pose : U = N — M), Justifier que

8. On note (%65)() I'unique inverse de Pen

a) Montrer que les matrices P et S ont
b) Justifier que P est la matrice de

dans In question 6.¢) lorsque

1/t sit#0

.0
I T

B et que son expressio ise la formule trouvée

1. Eremple. On suppose que ;
a) Etablir 'existence d’
b) Déterminer une m,
¢) En déduire 'inve
d) Soit x = x1e) +:

Partie III. Applic

Dans cette partie, F
considérds sont défi
Pour tout entier d

si la variable aléat

On appelle varia ‘ inble i it une loi normale ou qui est certaine, et on
de X.

Autrement dit, pour tout couple (g, @) € R x le aléatoire X suit la loi G, g"‘), s011

lorsque & = 0 et X suit la loi normale M(p, a?), s0 eo=0et P([X=yu])=1.

10. Soit (p, @) € R x R} et soit X, Xy, ..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes et de
T

Xi=pN\g | :
méme loi normale A(ji, a”). Montrer que la variable aléatoire Z ( = ,u) suit 1a loi ¥?(n).

il
Si (71, Ga, .+, Gy sont des varinbles aléatoires réelles telles que pour tout a = (ay, as, ..., a,) € R", la variable
n
aléatoire Z a; (I est une variable gaussienne centrée, alors on dit que le veeteur aléatoire (G, Gy, ..., Gy) est
imn}
un veeteur gaussien et on note G la matrice colonne de composantes Gy, Ga, ..., Gy,
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11. Soit (G4, Gy, ..., Gy) un vecteur gaussien, M une matrice de My, (R) et (Hy, Ha, ..., Hy,) un vecteur aléatoire

tel que la matrice colonne H de composantes Hy, Ha, ..., H, vérifie : H = M .

a) Montrer que (Hy, Hs, ..., H,) est un vecteur gaussien.

b) Justifier que pour tout (4, 7) € [1,n]? la variable aléatoire G; G admet une espérance, notée E(G; G;).
On note alors A(G) la matriee de M, (R) définie par : A(G) = (E(G; Gf))liucn ot on adnet dans la
que la loi d'un vecteur gaussien (Gh, G, ..., Gy) est earnctérisée par la matrice A(G).

Autrement dit, sl (G, Ga,...,Gy) et (R, Ry, ..., R,) sont deux vecteurs gaussiens vérifiant A(G)

n n
alors ils ont la méme lof, ¢'est-h-dire : V (2,,24,...,2,) € R?, P(ﬂ [Gi 5 ‘;,]) e P(ﬂ [R

iml sl

12, On suppose que Gy, Ga, ..., Gy, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes ef
normale A0, 1).

a) Montrer que (G, Ga,. .., Gy) st un vecteur gaussien. Déterminer A(G).

b) Soit @ une matrice orthogonale de My, (R) et (Hy, Ha, ..., Hy,) un vecteur aléatol la matrice

colonne H de composantes Hy, Hy, ..., Hy, vévifie : H = Q6.

Montrer que les variables aléatoives Hy, Hg, ... 4, sont mutuellement inddépe

normale N (0, 1).

13. Soit (G, Gy, ..., Gy) un veeteur gaussi
indépendantes et de variance égale A
Soit Py, Py, ..., P, des matrices s

k
On suppose que Z Pi= I

iml

ives de projecteurs orthogonan ™ dans la base canonigue
arthogonales.
orthogonale Q@ de M, (R)
est diagonale,

r/gue la variable aléat

olres "GRG, "GRG,

u) Justifier que Py,
de R™ dont les i
b) En déduire 1'exi
matrices QP 'Q,
¢) On suppose que
d) Montrer que |

14, Soit g et m den

uelle chacune des

i loi x2(ry).
P67 sont mutuellement indépendantes,

¢ famille de g=m variables aléatoires
mutuellement i

On pose : X =
i=1

a) Détermi e5 lols respectives des varia

i T
et 3 (Xi; — X)? et éablir Vindépendance

iml el

de ces deux variables aléatoires.

i ™ T
b) Déterminer les lois respectives des variables aléatoires E Z(X;J - Z) et q Z(E‘_; ~ X)? et établir
im] jml Jml
I'indépendance de ces deux varlables aléatoires,
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