MATHEMATIQUES

DUREE : 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la
clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante
dans I’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du po
résultats de leurs calculs.

lls ne doivent faire usage d’aucun document : [’utilisati
calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seu
d’une regle graduée est autorisée.

Si au cours de ['épreuve, un candidat repére ce qui |
erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et pours
en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera a

SUJET

L objet du problime
aystémes dynami
en ;lmrlif:ulim‘

i comportement asymplolique de
temporelle de divers phénoménes,

sstions mathémalique,
iagiplibles de modélise
‘conomnique, priv d'dquilibre, o8

Les trois par dépendantes,
Dans tout

s On note

s Pour toy néed dans la base canonigque de B2,

s La tran, Ay (IR) est notée 1,

s Pour L

E1y .00, Ly sont dérivables ;

metions o, ..., 2, admettent des limites finies

w lim x(n) = (" ].i'l'nmm(ﬂ)‘. R

A—t0o0
Partie I. Deux exemples de pilotage linéaire,

Soit A ungmatrice non nulle de MP(RJ ot b un veeteur de R, Soit zy,..., 2, p fonctions dérivables sur ..
On dit quiune application @ 1 s e(t) = (x1(), ..., 2,(0)) définie sur B, & valeurs dans B, est pilotée par le
aouple (A, b), &l pour tout réel ¢ 2 0, les matrices colonnes X (t) et X'(¢) de z(2) et 2'(1) dans ln base canonique
de RP vérifient le systéme : Vi = 0, X'(4) = AX(1) + B.

On appelle dquilibre du systéme piloté par le couple (A, b), tout vectenr x* € RP vérifiant : AX™ 4 B = 0.
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On dit qu'un équilibre 2% est attractif si pour toute application 2 pilotée par (A, b), on a: r-'ff‘m 2(t) = 2.
1, Le eas p=1.
Soft (@, b) € B*x R ot 2 une fonction dérivable sur Ry, & valeurs réelles, vévifiant : V& = 0, «'(t) = az(t) + b,

a) Calenler la dérivée de la fonction y: 4 (.n(e.) | %) gl

b
b) En déduire que pour tout £ 2= 0, on o x(t) = = o (m(ﬂ) 4 %) a*t,
¢) On identifie a i la matrice de M) () dont I'uinique coefficient est a. Montrer que le systéme piloté par le
couple (a, b) admet un unigue équilibre, puis montrer que cot dquilibre est attractif 8l et senlement sia < 0,

=2 1
1 =2
sur [, & valours dans R?, pilotée par le couple (A, b).

2. Exemple 1. Soit A = ( ) et b (1,1}, Soit @1 b — 2(t) = (J.'L(t)‘rg(!.)) une application définie

n) Déterminer I'unique équilibre #* du systéme piloté par le couple (A, b).

b) Justifier 'existence d'une matsiee fnversible @ telle que ln matrice @ *AQ soit diagonale.
Pourquoi peut-on choisir la matrice ¢ de telle maniive que Q71 = Q77

¢) Trouver doux réels A et g (A £ p) et une matriee inversible @ vérifiont : @71 = Q7 ot Q!

d) Pour tout £ = 0, on pose : W(t) = QT X (1)
A
0

(i) Vérifier pour tout ¢ = 0, Uégalité : W({I) = D
(i) A I'nide des résultats de la question 1, s que Véquilibre 2% est attrac

3. On suppose p 2 2, Soit By = (e1,..., ¢ nique de ©F et uy, Tunlgue e
tel que u,(ey) = e el pour tont k &
i) Eerire la matrice Ay de T'end ;
b} Soit £ € € une racine p-i e eolonne de M, (4@

Montrer que & est un risciser la valeur propre compls

¢) Montrer que 1'endon

d) Montrer que le pol;
L'endomorphisme 1 sme annnlatenr non nul de degré s ent inférieur i p?

¢) Soit P e CX], L'ey i) de ©F edt-il dingonalis Ales | ses valeurs propres ?

-1 a 4
A. Exemple 2. Soit o ¢ quea =0,3=00#fj ot A -1 o | e My(R).
a A -1

a) On note A la m wation 3 dans le cas on
(#) Déterminer
(#1) En déduire

b} Seit e= (1,1,
(i) Trouver 'y v i e 1 du systeme pile
(#1) Vérifier quelapplication @ : t =5 2(f) = o

complexes de M a

On suppose désormais que la condition préeédente est r
¢) On pose : N o= M7 + M.

(1) Quelles sont les valeurs propresde la matrice N 7

(i) Déterminer uii réel § = 0 tel que tontes les valonrs propres de N soient inférlenres ou égales i ~240,
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d) On rappelle que ¢ = (1, 1, 1). On considére une application x pilotée par le couple (M, ).
On note y Uapplication définie sur B, & valenrs dans B, telle que y : & — 2(t) — 2 et @ la fonetion
définie sur B, i valeurs véelles, telle que ¢« £ — ¢ [[¥ ()12, oin ||| est ln norme enclidienne canonique

de My (R).
(#) Vérifier que 'application i est pilotée par le couple (M, Ogs ).
(#) Montrer que @ est dérivable sur By ot que: Vi e By, /(1) = ¢ Y ()T (N + 2003)Y (1),

(i#1) Montrer que la fonetion @ est décroissante sur B,
(iv) En déduire que 'équilibre = est attractif.

Partie II. Un exemple de pilotage non linéaire.

Un exemple de pilolage non lindaire est fourni par un moddle de crojssance éeonomique endogén
duns lequel le tanx de eroissance du stock de eapital et le tanx de crolssance du stock de c
représentds, depuis une date choisie comme origine, par des fonctions ) et xy respective
Dans ce modtle ol p désigne un paramétre réel strictement positif, les deux fonetions
sur [&,, & valeurs réelles, ot vérifient lo systéme

2 (1) = Fy (2 (2), 2a(t)) .
Yerd, {1:2( = Jn(-l:(f) 2a(t)) =

dans lequel les denx fonetions Fy et Fy dé
¥ (1, u3)

5.0) Pour tout réel » =

Vérifier que 'appli
b) En déduire
¢) Quel est
d) Toutes |

6. Pour tout

On note

a) Pour

Dans touf s questi ’ o it les indgalités : 0 < & < r < 1,

7. On conserve les notations de ln question 6,
. 2 V2
a) Solt (11, vg) & R%: et (ujyuz) = -—E—(wl = 2,11 + va).
Virifier que (uy, uz) € Cp sl et seulement siona: (1-7) (1) 4 (147 (2)* =
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On se place désormais dans le eas ol r = % et a= % .

b) Pour faire tracer par Seilab le domaine Cy., on pent utiliser le code suivant qui donne le graphigue ci-dessous

(1) n=100: "._ HpesT
(2) theta=linapace(0,2s¥pi,n); :: ] f,e""’ 4

(3) et=con(theta); :: ’//’

(4) st=sin(theta); .:

(5) Crelet-(1/8qrt(3))est ;ct+(1/sqrt(3))watl; o P
(6) plot(Crl, :),6r(2, :)) i B ) o )

B T I i T

En s'appuyant sur le résultat de la question 7.a), expliquer la méthode employée,
On précisera la signification de la ligne (2) ainsi que le format ot lo contenu des matrices
) Soit 2y = 0 une valeur affectée i la variable = tilisée ci-dessous, Compléter la ligne (7)
ligne de nivean 2 de la fonction q,.
(7) cCaz=[aqrt(=)+(77 sct+?? *at) ; sqre(
(8) plot(Caz(1, :),Caz(2, 1))
d) Le graphigue suivant a ét¢ obienu i 1'ad i la
variable z. Lagnaolle ?

On justifiera la réponse donn SIS,

@i 93 @ a3

a1 B

8. Boit ¢ un réel de

On pose pour b

lution de (5) & vale

sur Ry, i vale

i) Vérifier pot

l=1a
1) € =2exg— x (1 (L), 12(t).
) Justifier pour tout ¢ = 0, Uinégalité ¢ f/(£) = ~2¢ f(t). En déduire que '_l:_r'!:m f(t) =0,

9. Quelle propriété peut-on-déduire de 'étude précédente pour toute solution de (5) dont chacune des
composantes adiiet un minorant strictement positif ?

25
b) En déduire que pour 7 = ——, an ur tout 7
h) que p T Ol A po
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Partie I11. Pilotage pas i pas dans un contexte aléatoire,

Dans cette partie, on #'intéresse i un exemple de systéme se présentant sons la forme d'une équation de récurrence

dont les coefficients sont soumis & une perturbation aléatoire.

On suppose p = 2, Soit A une matrice non nulle de A, () et b un vecteur de BP,

Sait (#(n)) une suite de vecteurs de R? définie par son terme initial 2(0) et la relation de récurrence :
YreN, X(n+1)=AX(n)+B.

On appelle équilibre du systéme pilotd pas d pas par le couple (A, b), tout veeteur z° = (z},..., 1,
vérifie : X* = AX" + B.

On suppose qu'il existe une matrice inversible Q@ € My(R) telle que la matrice D = Q' AQ sqit dingonale e
que tous les coefficients diagonaux Ay, ..., A, de D appartiennent & V'intervalle ouvert |— 1,

neh

10. Montrer que le systéme piloté pas & pas par le couple (A, b) admet un unique équilibre 2*.

La perturbation aléatoire du systéme se traduit par le fait que les coordonndes de g
inconnus qu'on peut chercher A estimer & partir des données observées que constituey

P RV (n)) la matrice colonne

X* = A(E(Y(n}] - x*).

io par : Vn € N*, Z(n) = Q¥ (n).

R )V () +ons (B )
ulle, alors il existe un réel op £0,1], un
ze(n+1)) £ eV (ze(n)) + My vngr.

: oit k € [1,p].

out m € N o = V{z(N+m)) et wam = My vnpmsr.

m
0+ E wy (t:.\,)m"ﬁ.

g=0

agquestion 12.b), on

tout m & M, on a :

uire que  lim V(x;.(n)) =

1
oo

ontrer que la suite (w,(n),) en gEgbabilité vers x}.

neN®

Grdce aut résultats des questions 11.b) et 15 peut dire que (y(n)) nen- €81 une suite d'estimateurs de o*
asymplotiqguement sans biais ef convergente. '
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