MATHEMATIQUES

DUREE : 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la

clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante HEC
dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résu

tats de leurs calculs.

1ls ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute cal,
trice et de tout matériel électronique est interdite. Seule ['utilisation d
regle graduée est autorisée.

Si au cours de l'épreuve, un candidat repere ce qui lui sembly
erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa co
en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a préndr

Suuer Q
Dans tout le probléme, pourfout couple (p,g) € N*° :
e on note M, ,(R) I'espacedvectoriel des matrices 8 p lignes et ¢ colonnes & coe réels et My n(R) est
noté M,(R);

e la matrice transposée d'une matrice A de M, ,(R) est notée ‘A ;
e on note I, la matrice identité de M, (R) et pour toute matrice A, mém
convention : A® = Ing

e Mp(R), on pose par

s la matrice inverse d'une matrice inversible A de M,(IR) est notée
Soit (M, )nen une suité de matrices de M, ,(R). On pose pour t
On dit que la suite (M )nen converge vers la matrice M = (n e My, o(R), si pour tout
couple (i,7) € [1,p] ¥ [1,q),on a : nii‘ar.x my j(n) =m;. O

On admet sans démonstration que si (A, ), en et (Bn)nen s
respectivement vers les matrices A et B, et si (Ch)nen es :
vers C € M, .(R), alors Ja smite (Ay + By )nen conve

n—s4+00

. ices de M, o(R) (s = 1) qui converge
B, la suite (A,Cp)nen converge vers AC, et

Le probléme étudie quelques aspects mathématique, . ystémes lindaires.

Partie 1. Quelques propriétés de suites matrici
n

1 :
Pour toute matrice A de M,(R), on pose pour tout z réel et pour tout n € N : Ty n(z) = Z TF(J‘.A)‘.

1. Eremple. Dans cette question, 4 = (a; ;)1<i j<p est la matrice de My(R) définie par :

V(i) €plt ai;=1.

z
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a) Justifier que la matrice A est diagonalisable.
b) Soit V la matrice-colonne de My, 3 (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.
Calculer le produit AV et en déduire une valeur propre de A.
¢) Montrer que 0 est une valeur propre de A et trouver la dimension du sous-espace propre associé.
d) Exprimer A? en fonction de A.
Montrer que pour tout x réel et pour tout n € N, T4 ,(x) appartient & Vect(I,, A).
¢) En déduire que pour tout = réel, la suite de matrices (Ta,n(2)), oy de Mp(R) converge vers trice
E by

Ta(z) de M,(R) définie par : Ty(zx) = I, +
f) Calculer T4 (0). Exprimer pour tout couple (z,y) € R?, le produit T4(x)T4(y) en fonction de o

En déduire que pour tout z réel, la matrice T4 () est inversible et déterminer son invi
Soit A = (ai,j),¢; ;<, W0 matrice de Mp(R).
i = (a'®) = 3
On pose pour tout k € N : A* = (a;; }1“.‘:" et pp = (sdﬂ?‘fﬂﬂ 10&}1.
a) A I'aide de I'identité A¥*1 = A A%, montrer que pour tout k € N, on a : p4y

b) En déduire que pour tout z réel, la série % z¥ est convergente.

L

te.

I'espace vectoriel des endomorphismes de E et ¢ un
de E.

tence d’une suite finie (z;)1<p<p2 de nombres complexes

5.a) Rappeler la dimension de £(E) et ju
2
P

tels que le polynéme II(X — z;.) de C[X] soit un polynéme annulateur de .

k=1
b) En considérant, pour tout k € [1,p], les endomorphismes (¢ — 2 idg), montrer que ¢ posséde au moins
une valeur propre.
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6. On suppose I'existence d'un entier k vérifiant 1 < k < p et d'un sous-espace vectoriel F de dimension k stable
par . Soit H un supplémentaire de F dans F et 7 le projecteur de E sur H parallélement & F.

a) Montrer qu'il existe un vecteur non nul v € H et un nombre complexe A vérifiant la relation : 7o(v) = Av.
b) Montrer que la somme des deux sous-espaces vectoriels F' et Vect(v) est directe et stable par .

7. A I'aide des questions précédentes, établir par récurrence sur p I'existence d’une base B = (vy,...,1,) de E
telle que pour tout k € [1, p], plve) € Vect(vy, . .., vg).

8. Soit M = (m; ;)1<i,j<p la matrice de ¢ dans la base B. On pose pour tout k € [L,p] : Fi =Vect(vy,...,v).
a) Montrer que pour tout k € [2,p], on a : (¢ — my i idg)(Fi) C Fr—1.

1
b) En déduire que le polynome H(X — my,i) de C[X] est un polynéme annulateur de la matrice M.
k=1

9. Soit A une matrice de My(R). En utilisant la question 8.b, montrer que A admet un polynéme annula
appartenant i R[X] et de degré p.

10. Soit A une matrice de M,(R) et B une matrice-colonne de M,, | (R) .
Pour tout ¢ € N*, on note G, le sous-espace vectoriel de M, (R) engendré par B, AB, A*B, ..., A%
et K, la matrice de M, 4(R) dont les colonnes successives sont B, AB, A’B, ..., A" 'B.
La matrice K, est appelée matrice de Kalman d’ordre q associde au couple (A, B).

a) Montrer que pour tout entier g > p, on a : G, = G,
b) Justifier I'existence d'un sous-espace vectoriel S de M, ) (R) vérifiant la propriété suiv.
matrice G de My, ; (R) appartienne & Gy, il faut et il suffit que pour tout élément S de S
¢) En déduire que si une snite (G )nen de matrices de@,, est convergente, sa limite G ap
d) A T'aide des résultats précédents, montrer que
i Gy, ot Ta(x) a été définie dans la question

Partie III. Controle de systémes linéa
On conserve dans cette partie les défini
note p un entier supérieur ou égal
On note C” espace vectoriel de
11. Ezemple : p = 1. Seit (a
a) Soit u € C% On che
telle gque pour tout t €
Calenler la dérivée de

nie et dérivable sur [0, 1],
bu(t).

b) On dit que le coup
(appelée contrale)
ft)=aft)+b

En déduire que | t contrélable si et sg
r) = Ta(l —x)B g

tout k € [1,p],
On admet que p

our tout k € [i,p],laﬁoféﬂonz

fonction u € €, 1a matrice-colonne

j:u(zjw{x)dz= (/;lu{z)wk(:) dz)

1gksp
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Par analogie avec la question 11.b, on dit que le couple (A, B) est contrélable, si pour toute matrice-colonne
Y € M,1(R) (cible), il existe une fonction u € C” (contréle) vérifiant 1'égalité : f ' w(z)W(z)dz =Y.
a) Soit u € C". Justifier que pour tout z € [0, 1], u(z)W(z) appartient & G,. ’

En déduire que fo : u(z)W(z) dx appartient & G,.

1
b) Soit Z un élément non nul de M,, 1 (R) tel que pour toute fonction u € C”, on ait : f u(z)'Z W(z)dz= 0.
1]

Montrer que pour tout = € [0,1], on a : 'Z W (z) =0.
¢) En déduire, 4 I'aide de la relation (+) (question 4.b), que pour tout k € [1,p], on a : ‘ZA* 1B =
d) Déduire des résultats précédents que le couple (A, B) est contrélable, si et senlement si la matrice

Kalman K, est inversible.

Dans les questions 1% et 14, on suppose que K, est inversible et on cherche & optimiser le &

systéme linéaire discret en minimisant une fonction de coit quadratique J.

13. Soit g un entier vérifiant g = p. Pour tout g-uplet s = (sy,52,...,5,) de RY, appelé co
définit la suite finie (Xy 1) ye)c, de Mp,1(R) par :

{ X,,0 =0 (matrice-colonne nulle)

Vke[lql, Xsx=AXsp-1+5 B

k=1
K, 'K, est inversi
de J sous la contrain admet un unique point
Kq) Y.
‘global de J sous la contrainte X, ; =

a) Caleuler X, 4 et trouver une matri
b) Etablir pour toute matrice-colonne

14. On cherche ici & déterminer un
Soit J la fonction de R? d
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