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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des nt reront

pour une part importante dans I'appréciation des copies.
Ils ne doivent faire usage d'aucun document : I'ut: - it ma glectronique est

Si au cours de ['‘épreuve, un candidat repére 3 a sur sa copie et

Le probléme a pour ob : ié ‘entropie de variables aléatoires discrétes
ou 4 densité. La partic établies dans le probléme.

datoires introduites d emne sont définies sur un meéme espace
<p désigne la fonction

On suppose que tout
probabilisé (2, A, P

Partie 1. Quelque

1. Soit A la fonctio
a) Montrer que
b) Montrer que A ion eontinne sur le segment [0, 1].

té & un repére orthonormé.
our quelles valeurs de # a-t-on : lnu =u —17

z, 1) =xln(%) +@ —m)ln(l "y).

1—=x

2. Justifier pour tout réel u > 0, I'inégalité : In

3. Soit d la fonction de (]0, 1[)* dans B définie par : d(

Montrer que d(z, %) < 0 et préciser les couples (z,y) de (]0, 1[)* pour lesquels d(z,y) = 0.
4. On considere trois fonctions £, r et f vérifiant les hypothéses suivantes :

e [ est définie et de classe C'! sur R , & valeurs réelles et concave sur R (on note £’ la fonction dérivée de £) ;
e 7 est définie et continue sur R, & valeurs réelles ;

+oc
e f est définie et continue sur R, a valeurs positives on nulles, et flz)dz=1;
+o0 420
e les intégrales f r(z)f(z)dz et f £(r(z)) f(x) dz sont convergentes.
—o0 —o0
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a) Etablir pour tout couple (z,y) de R?, I'inégalité : £(z) — £(y) < £'(y) (z — y).
+o¢
{(r(z)) f(z)de < (y) +£'(y) (/

-0

o0

b) Montrer pour tout réel y, I'inégalité : / r(z)f(z)dz — y)

—Do

¢) En déduire I'inégalité : fj Lr(z))f(z)de < ¢ (/_+°° r(z)f(z) dm)

. 50
+o00

5. Soit (Zy)nen- une suite réelle et (pn)nen- une suite de réels positifs oun nuls vérifiant Z pp =1t
n=1

les séries Z r(xzy) pn et E 14 ('r(.?:n)) pn soient convergentes,
nzl nzl

+co “+o0
Etablir I'inégalité : Z £(r(zn)) pa <L (}: r(:cﬂ)pn).
n=1 n=1

Partie I1. Entropie dans le cas continu

On note F l'ensemble des fonctions f définies et continues sur R, & valeurs strictemn

+oc +o0
/ f(xz)dz =1 et telles que I'intégrale / f(z)In (f(z)) dz soit convergente.
—o0 —00
Pour toute variable aléatoire X ayant pour densité un élément [ de F, on définit

6. On note Z une variable aléatoire qui
a) Justifier 'existence de I'entropi
b) Soit (a,b) e RL xR et X

que la variable aléatoire
¢) En déduire I'entropi

o g()
7. Dans cette question, Sf(z)In (—) dx
—%0 f(z)
est convergente. O
a) Montrer que D
b) On suppose q )f( ydz =0
En dédnire qu
Partie ITI. Entr
8. Dans cette qu
Soit X une vi pour tout k de [1, N] : pr = P([X = k]).

L’entropie H(X) de X est définie par : H(
S'il existe un entier k de [1, N] tel que pp =0, on par convention : p In(px) = 0.

N
On note hy la fonction de (J0, 1)) dans R définie par : hy(z) = hy(zy,...,28) = —-ka In(zy).

k=1
a) Calculer en tout point x de (]0, 1)V, le gradient VI (z) et la matrice hessienne V2hy(z) de hy.
N
b) Montrer que pour 'optimisation de ki sous la contrainte Z xp = 1, il existe un unique point critique =*
k=1

que 'on précisera.
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c¢) En utilisant la question 5 oun I'égalité de Taylor-Lagrange & I'ordre 1, montrer que hy admet en z* un
N

maximum global sous la contrainte Z gp=1,
k=1
d) Parmi les variables aléatoires a valeurs dans [1, N, quelle est la loi de celles qui ont la plus grande entropie ?
+00

On note S 'ensemble des suites réelles strictement positives (pp)nen- telles que 2 Pa=1.

n=1
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N* vérifiant pour tout n de N*, P([X = n]) = p,, avec (p, fnen-

On appelle entropie de X, le réel H(X) défini sous réserve de convergence de la série an[ In(pn)|,
nz=l

+0o0
H(X) =" pa|in(pn)|

n=1

9. Soit (pn)nen- une suite de S telle que la série Z npy, est convergente.
nzl

a) Justifier 'existence d'un entier ng tel que, pour tout entier n > ng, on a : \/pn |

/ 1
b) Etablir pour tout n > ng tel que p, < 5 'inégalité : p,|In(p,)| < 7

ossédant une espérance 7

10. Soit 6 un réel de 10, 1] et ( i¢ par : " o= 01 — )1,

d) Déterminer le

11. Soit (X, )nen sui iables aléatoi lles, définies sur (Q, A, P), qui converge en

sur Q par Z, : w > exp (X, (w)) est une variable

aléatoire. De méme, on note Z la variable al twr— exp (X (w)).

Soit £ et o deux réels strictement positifs.
b) Justifier I’existence d'un réel s tel que P([|X| > s]) < a.
c) Soit K, Kyet Ky trois éléments de A. Montrer que P(K; U K3 U K3) < P(K,) + P(K3) + P(K3); en
déduire l'inégalité : P([|Z,—Z| > ¢]) < P([|X| =2 s]) + P([| Xn — X| 2 1))+ P([| Xn — X| = € exp(—1—35)]).
d) Conclure.

On considére une succession de courses hippiques entre N chevaux participants (N > 2) numérotés 1,2, ..., N.
Pour tout n de N*, on note G,, la variable aléatoire égale au numéro du cheval gagnant de la n-iéme course.
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On suppose que les variables aléatoires G1,G?,...,Gn,... & valeurs dans [1, N], sont définies sur (0, A, P),
mutuellement indépendantes et de méme loi. On suppose qu’il n’y a qu'un seul gagnant par course.

On pose pour tout k de [1, N] et pour tout n de N* : pp. = P([G,, = k]), avec 0 < pp < 1.

Pour tout k de [[1, N], on note ¢; (cx > 1) la cote du cheval k ; ainsi, un parieur qui a misé un montant my, sur
le cheval k perdra sa mise quelle que soit I'issue de la course, mais recevra la somme my ¢p si le cheval k est
gagnant. On suppose que les cotes ¢1, ¢a, ..., ¢y sont fixes au cours du temps.

A Yoccasion de la premiére course, un parieur dispose d’'une somme monétaire o > 0 qu’il souhaite ré
totalité entre les N' chevaux dans les proportions respectives fi, fa. ..., fa, ol pour tout k de [1, N],0
A lissue de cette premiére course, le parieur dispose d'une somme monétaire Ry = roM; avec M; >

A T'occasion de la deuxiéme course, ce parieur réinvestit en totalité la somme R; entre les N cheva
mémes proportions fi, fa, ..., fx. A lissue de cette denxiéme course, le parieur dispose d'une so

Ry = Ri Ms avec Ms > 0, et ainsi de suite...
n

La richesse monétaire R,, acquise au terme de n courses est done : R, = rg H M;.
i=1

1/n
On définit pour tout n de N*, le taux de rendement moyen des paris par : T}, = ( %)
0

12. a) Justifier que (M, )nen- est une suite de variables aléatoires indépendantes, A val ent positives

et de méme loi.
b) On suppose que la variable aléatoire In(M;) ad espérance E(In(M)) (In(My)).
Montrer gue la suite de variables aléatoires ( nverge en probabilité e certaine 7

que 'on exprimera en fonction de E( In( 6 e taux de ren t ique des paris.
portions fi, fo,.... fn i
onstantes au cours du

.

ée a ses paris.

13. La stratégie du parieur consiste a choi
On rappelle que les proportions f;

a) Montrer que : 7 = exp

b) En déduire la straté et la valeur optimale de
N

—(1:- = 1. Montrer q

¢) On suppose dans x In(pg cx) = 0.

k
k=1 P
t-il d’aucune stratégie lai permet e s’assurer un taux de rendement

&

Dans quel cas le
asymptotique op
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