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MATHÉMATIQUES

Durée : 4 heures.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, 
la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part 
importante dans l’appréciation des copies.
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les 
résultats de leurs calculs.
Ils ne doivent faire usage d’aucun document. L’utilisation de toute 
calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seule l’uti-
lisation d’une règle graduée est autorisée.
Si au cours de l’épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être 
une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa 
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené 
à prendre.
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CORRIGÉ
Par Jean-Louis Roque, professeur au lycée Pasteur, à Neuilly-sur-Seine, et 
external lecturer à l’ESSEC Business School.

Nous mettons en place une fois pour toutes la propriété la plus importante de l’adjoint f⇤ de l’endomorphisme f .
Il s’agit de la propriété de « balancement » que voici

8x 2 Rn, 8y 2 Rn, < f(x) y > = < x f⇤(y) >, (adj)

et qui repose sur l’évidence matricielle
tY (AX) = t(tAY )X

couplée à l’incontournable
t(MN) = tN tM,

très joliement appelée « dressing undressing principle ».

Partie 1

1. La seconde colonne de A est l’opposée de la première, cette dernière n’est apparamment pas nulle et si l’on en
croit le test des colonnes on a

rgA = 1.

On trouve sans antalgique
A2 = A,

et l’endomorphisme f est par conséquent un projecteur. Quant à sa diagonalisabilité, la réponse est oui, comme elle
l’est pour tous les projecteurs du monde de la dimension finie. Ensuite et par les méthodes de son choix le lecteur
devra trouver que

SpecA = {0, 1},

puis
E0(f) = Vect(1, 1) et E1(f) = Vect(1, 0).

2. On trouve cette fois
M =

1 + a2

(1 − a)2


1 −1
−1 1

�
,

matrice qui est spectralement diagonalisable étant donné sa réelle symétrie.

Passons maintenant à la comparaison des deux noyaux.
B L’inclusion Ker f ⇢ Ker(f⇤ ◦ f) ne doit casser aucune patte de palmipède.
B Soit x appartenant au noyau de f⇤ ◦ f . Nous avons f⇤ ◦ f(x) = 0, et a fortiori

< x f⇤ ◦ f(x) > = 0,

égalité qui, moyennant la propriété (adj) de notre chapeau, se métamorphose en ||f(x)||2 = 0. En bref, x appartient
à Ker f et voilà donc in fine que

Ker f⇤ ◦ f = Ker f.

Il est enfin assez tranquille de parvenir, via une approche matricielle, tout d’abord à

Spec sf = {0, b},

où, histoire d’alléger un peu l’atmosphère, nous avons noté

b = 2
1 + a2

(1 − a)2
,

puis, en suivant toujours la route matricielle, d’accéder à

E0(sf ) = Vect(1, 1) et Eb(sf ) = Vect(1,−1).
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