MATHEMATIQUES

DUREE : 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, [’orthographe, la qualité de la rédaction,
la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante dans [’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les
résultats de leurs calculs.

1ls ne doivent faire usage d’aucun document. L utilisation de toute
calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seule [’ uti-
lisation d’une regle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble é,
une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuiv
en

composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera

a prendre.
des matrices ‘AA ol A €

ice symétrique réelle dont les vale res Sont

Le probléme comporte cing parties.

Dans les trois premiéres parties, on €t
Dans la quatrieme partie, on définit
strictement positives, afin d’obtenir
Dans la cinqui¢me partie, on appli
I’ensemble des matrices orthogon:

calcul de la distance d’un A€ GL,(R) &

Dans tout le probléme :
* 1 désigne un entier supérieur

o By = (e1,...,e,) désigne | de R™.

n
eSiz = E Z;e; est un vec associe la matrice

i=1

1
X=
Ty
de ses coordonnées dans la base By.
e < | > estle produit scalaire canonique sur R” et la norme eucl qui lui est associée est notée || ||.

e Si A € M,(R),'A désigne sa transposée et tr A désigne sa trace.

e [,, désigne la matrice unité de M, (R) et Id I’endomorphisme identité de R™ .
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e Endomorphisme adjoint Si A € M,(R) ct si f est 'endomorphisme canoniquement associé a A, on
note f* U'endomorphisme canoniquement associé & la matrice *A. On notera aussi s¢ = [* o f I’'endomorphisme
canoniquement associé  la matrice YAA.

e Si A est un nombre réel, on définit

Ex(f) =Ker(f —AId) et Ex(A) =Ker(A - \,).

o Liste étendue des valeurs propres Lorsqu’une matrice A de M, (R) est diagonalisable, on appelle liste étendue
des valeurs propres de A, une liste de nombres réels ol chaque valeur propre A de A se trouve répétée dim E(A)
fois. Par exemple, la matrice

100
04 0
00 4

admet (1,4, 4) pour liste étendue des valeurs propres.

o S(R™) (respectivement Sy, (R)) désigne I’ensemble des endomorphismes symétriques de R™ (respectivement
des matrices symétriques de M, (R)).

o S*(R™) (respectivement S, (IR)) désigne I’ensemble des endomorphismes symétriques de R™
des matrices symétriques de M, (IR)) & valeurs propres positives ou nulles.

e On note @, (R) I’ensemble des matrices orthogonales de M, (R). Si P € M, (R),onr
matrice orthogonale si P est inversible et si P~! = *P.

 Matrices définies par bloc Considérons r € [L,n — 1] et (4, B) € (M, (JR))2 défidies p

By
By |’

et

On utilisera sans démonstrati

2 +A234]

Partie I - Un pr

Soit a un réel di

1) Quel est le er A%, Que peut-on dire d [ canoniquement associé a A ?
Est-ce un end nalisable ? Quels sont le eurs pr les sous-espaces propres de f ?

2) Calculer
propres et le;

arer Ker [ et Ker(sy). Quels sont les valeurs

3) A aire et suffisante, M atrice d’un projecteur ?

B=[b;]
lanen e
deux matrices de M, (R). Donner I'expression de tr(*AB) en fonction des coefficients de A et de B.

b - Montrer que I’application (A4, B) — tr(* AB) est un produit scalaire sur M, (R).
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Dans la suite du probléme, on notera
(A|B)=1tr(*AB) et |Al.=+/tr(tAA)

la norme cuclidienne associée.

c - Rappeler 'inégalité de Cauchy-Schwarz puis vérifier que
VA € M,(R), tr A% < tr(*AA).

Montrer également que

trA? =tr(A4) & Ac S,(R).
Dans la suite, A € M, (R) et f est toujours I’endomorphisme canoniquement associé a A.
5) Caractérisation de la matrice de f* en base orthonormée

Soit B’ = (ef, e/,) une base orthonormée de R™, on note P la matrice de passage de By vers B’ et A’ la

A -

matrice de f dans la base B’'.
a - Rappeler la relation liant A et A",

b - Rappeler pourquoi P est une matrice orthogonale.

¢ - En déduire que *A’ est la matrice de [* dans la base B’. Q
6) Réduction de s ¢
a - Vérifier que, pour tout X € M, 1(R), "X ("A4)X = ||[AX
< mw—1. Q t

b - Montrer que Ker f = Ker(ss) etrg(ss) =rg f.
...Ep) de R™ dans la ice de 57 est

¢ - Vérifier que s est un endomorphisme symétriqu
d - Montrer que les valeurs propres de s; sont
On note r = tg f et on suppose pour la fin

e - Justifier qu’il existe une base orth
de la forme

oll D est une matrice diagonal, éments diagonaux Ay, ... ictement positifs et

ot O nry Onoryr €10n—rn—r S

f- Montrer que la matrice de

oll Ay € M,(R) et Ag € M,

7) Etude des valeurs propre

associé. Vérifier que A est une valeur
propre de 7 et que f(z) en est un vecteur propre associé. Montl

dim(Ex(sf)) € dim(Ex(7y)).
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¢ - Montrer que 75 est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres, qu’il posséde exactement
les mémes valeurs propres que sy et que, pour chacune de ces valeurs propres A, on a

dim(Ex(s5)) = dim(Ex(77))-

d - En déduire enfin qu’il existe Q € O, (R) telle que A4 = Q(*AA)Q.
8) Une inégalité
Dans cette question, on note
V={(21,...,2a) € [0,4+00[*} et U= {(z1,...,2,) €]0, foo[™},

et ¢ I'application de R™ dans R définie par
n
v (1, T) — Hz,
i=1

On admet que V est une partie fermée de R™ et que U est une partie ouverte de R™.

a - Montrer que
W={(z1,...,2) EV |21+ +zn =1}

est une partic fermée bornée de R™.
b - En déduire que ¢ admet un maximum global noté M sur W.

c- Caleuler p(zq, ..., z,) lorsque (z1,.. .,

d - En déduire que M est le maximum
e - Déterminer alors la valeur du

f-Soit S € S,(R). On sup,
une liste étendue des valeur.

eton note (41, ..., fin)

Dans quel cas a

g - Dans ce eurs propres de 'AA. On définit
I’application

Montrer alol

Partie II
Dans cette partie encore, A € M, (R) et f s I’énflomorphisme canoniquement associé a A.
9) On suppose dans cette question que [ est ul derangr € [1,n—1].

a - Montrer que la trace de toute matrice représentant I’endomorphisme f est 7.
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b - On reprend les notations de la question 6) selon lesquelles

Matc(f) = m; Ornr ]

On—rn—r

Vérifier que A7 = A; et que tr(A;) =, et en déduire la matrice A;.
¢ - Montrer alors que les valeurs propres non nulles de YAA sont supérieures ou égales a 1 et que tr(*AA) > r.
d - Quels sont les projecteurs orthogonaux pour lesquels tr(*AA4) =r?

10) On suppose dans cette question que f est une symétric, ¢’est-a-dire f? = Id.
a. Justifier que *AA est inversible et exprimer son inverse en fonction de A et de ‘A.

b - Montrer que si A est une valeur propre de ‘AA, alors 1/ est aussi une valeur propre de ‘A4 et que

dimEy(*AA) = dimE, ), (tA4).

¢ - Vérifier que pour tout z réel strictement positif on a

r+-22
xr
puis €tablir I’équivalence logique
T+-=2 & =1
d-Onnote (A1, ..., A\,) une liste étendue des valeurs propres,

e - Quelles sont les matrices pour lesquel
est une symétrie orthogonale, ce qui si
Partie IV - Décomposition polai

Dans cette partic encore, A &
de plus que A est inversible.

11) Montrer qu’il existe une ba:
ol sple) = Niss,

et on pose alors
1,n], v(e;) =
sme v de R™ tel que = 55.
w € ST(R™) et w’

Montrer que 1’on définit ain,
12) Soit w un endomorphi

Montrer que, pour toute Vi propre pde w,ona E,(w) C (s et mi T ensuite que

En(w) = Eua(sy) et Sp(w) p(ss)}-

13) En déduire qu’il existe un unique endomorphisme v de R™ tel que v € S*(R™) et v? = s; et que, dans toute
base orthonormée de vecteurs propres de sy, la matrice de v est diagonale.
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14) En déduire qu’il existe unc unique matrice notée V/*A A appartenant 3 S (R) telle que (\/iZZ)2 =14A.
15) Vérifier que la matrice A(v/?AA) ~! est orthogonale. Montrer alors qu’il existe un unique couple

(€2,5) € O,(R) x S;(R)
tel que A = Q5. C’est ce que ’on appelle la décomposition polaire de A.

Partie V - Application 2 la distance d’une matrice inversible a ensemble O, (R)

Dans cette partie, A est une matrice inversible de M, (R). Soit M € GL,(R). On note d(M) la distance de A
A O,(R), c’est-a-dire

dM)=_inf [M—-V|,.
(1) = ind 1M = V],
16) Justifier que d(M) est bien définie.
17) Soit R € O, (IR). Montrer que
VN € Mn(R), HRJVHZ =|NR[., = “N”?

Montrer que les applications V — VR~ et V - R™'V sont des bijections de Oy (R) sur lui-méme" uire
que

d(M) =d(RM) = d(MR).
18) On note A = Q25 la décomposition polaire de A. On considére une matrice diagonale s diagonaux
strictement positifs et une matrice P € O, (R) telles que

= PD'P.

Vérifier que d(A) = d(D).
19) Soit V € O, (R). On note

et v I’endomorphisme canoni
a - Justifier que W es

b-Soitz € R™.

¢ - Montrer

d - On note

1D - j
c- M
d(AYS | DET. | 45 [|VIAA - L],
ct montrer aussi que I,, est I'unique éléme 5 el que d(A4) = ||D — V.
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