MATHEMATIQUES

DUREE: 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction,
la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une par,
importante dans [’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible
résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document. L’utilisation
calculatrice et de tout matériel électronique est interdi
lutilisation d’une regle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui
une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et
composition en expliquant les raisons des initiatives
a prendre.
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Partie 0 : Etude d'un premier exemple dans R,

1- Onprendici £=TR etA=]0,1[, montrer qu'aucun point de A n'est extrémal.
2- On considére maintenant £ =R et A4 =[0,1], montrer que les points extrémaux de A sont 0
etl.

Partie I : Fitude d'un second exemple dans M, (R).

Dans cette partie, on note 4, l'ensemble {Mu{]“ l;a]a M,(R),ae[o,l]} et J la
-a

1
matrice [? 0). Par ailleurs, 7, désigne la matrice identité dans M, ().

3- Description et propriétés des éléments de A, .
a- Vérifier que: 4, ={al,+(1-2)J , ac[0,1]}
b- Soient (a, ) de [0,1]" et(M,,M,) d
¢- Déterminer les éléments A de
donner I'expression de (M,
appartient 4 4, .

4- Points extrémaux d
a- Montrer que

b- Soit @ dan n'est pas

nirer que si @ est dans [5

esded, .
res ef espaces propres de |
africe inversible P dang

& -

~deins la base canonique
de R?. On précisera
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Partic 11 : Points extrémaux ct diamétre d'une partie bornée d'un espace euclidien.

Dans cette partie, on suppose que £ est un espace euclidien de dimension finie non nulle, muni
d'un produit scalaire noté { | ). On note | | la norme euclidienne associée.

On considére A une partie non vide de E telle qu'il existe un réel R positif tel que, pour tout
vecteur v de 4, onait: [v|<R.

6- Montrer que I'ensemble v~ w{;(v,w) € A"} est une partie non vide et majorée de R .

Q

Dans la suite de cette partie, on suppose queda partie 4 vérific la propriété (/1 j8tivagle”

Cet ensemble admet done une borne supérieure.,

On note alors §( 4) = sup{ v —w; (v.w) € A}, &(4)est appelé diamétre de 4.

(H) : Nexiste (a,b) dans

On se propose de démonl

7- On considére
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Partie I11 : Etude de Pensemble des matrices bistochastiques et de ses points extrémaux.

Dans tout la suite du probléme, n est un entier supérieur ou égal 4 2 et on note £ = M, (IR),

4 :{M =(m ) peiap € Mo RV () e[l m,, 2 0¥i e[Ln], Yom, =Lev vy e[tn]. Ym,, =1]
elin = [

est 'ensemble des matrices bistochastiques de M, (R).

F;, est l'ensemble {M = () p © M,,(R)/Vi@[l,n]l.%m,rj =0etVje ﬂ!.n],;m‘d = o}.

On munit R" de sa structure euclidienne usuelle.

Enfin, B, =(e,,....e,,)désignc la base canonique de R".

8- Premiéres propriétés de 4, .

la matrice transposée de M ).

1
Onnote X, =|:|eM,, () (toutes les compo
1

b- Soit M de A, , montrer que : MX,
¢~ Réciproquement, soit M =(m pourtout (7, /) de
m 20, MX, =X, et

d- Soit(M,M") de 4

9- Endomorphismes et
On note S, I'ensembl

[1.1] sur lui-méme.

Soit o de S, onno e de " tel que : pour tout 1], £,

base B, on dit que M e: ma rmutation

ﬂv( i*

On note M la mat
associée 4 o,

a- Si oestli ur tout 7 €[[1,n]), e (i

S, . montrer que : M

H

M,?
iner 7 de §, telle que
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¢- Soit (e,a')de (S, ):. montrer que £, 0f,. = f,,.. : en déduire que M est inversible et
déterminer (M,)".

d- Justifier que les matrices M, sont des matrices orthogonales.

e- Justifier que les matrices M, sont exactement les matrices présentant sur chaque ligne
et chaque colonne une fois la valeur 1 et p=1 fois Ja valeur 0.

10-Soit o de §,, montrer que M, est un point exirémal de 4, .

11- Etude d'un projecteur : on note pm-l-!2 £et P=%Z M,.
as, Tal,
a- Soit 7 fixé dans S, , montrer que I"application ¢, : & 1= roo est une bijection de §,
dans lui-méme. Montrer alors que : f,op=p.
b- Endéduire que p est un projecteur de R”.

- Montrer que : ]m(p)n{xER“/VD‘ESn,fa_(x)=x},

o

d- Montrer alors que : Im(p) = Vect(x,) ot x, = ﬁe, :
=l

e- Calculer ‘P ; en déduire que p est un projecteur orthogonal et déterminer ‘Q:

f- Vérifier que Pe 4,.

12- Diamétre de 4, .
a- Si M=(m, )(1.1)- g SO0 deux matrices de @ )
b- Montrer 'MN )est un produi I

8i (M, “1r('MN et M|

o
culement, on suppose que

. Soit (a, ) dans [0,1] et
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14- On désire montrer que les matrices de permutation . sont les seuls points extrémaux de 4, .
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b- Soit ©:F, = M, , agsocie la matrice

(k) qui, & toute matrice M =(m,' 4 )(u)w[l.n]‘ de F,

D(M)= (m,. y ) R Montrer que @ estun isomorphisme de F, dans M, (). En
déduire la dimension de F;.

On raisonne par récurrence surs = 2, on note (7,) la proposition :
(£,) Si M estun point extrémal de 4, , M est une matrice de permutation.

a- Vérifier, 4 'aide de la partie 1, que la proposition (P,) est réalisée.
On considére 1 un entier naturel supérieur ou égal & 3 tel que (/) soit réalisée et on se

donne M =(m, ;) g € F un point extrémal de 4, .

On suppose d’abord que la matrice M a au moins 2» coefficients non nuls : il existe 2n
couples (i iy )qqy,) deuX & deux distinets tels que m, , est non nul.

On pose alors H =Vect(E, , :k €[[1,2n]) od les matrices (E,, sont les matrices

)('-l)llh"]'
¢lémentaires de M, (R), c’est-d-dire: K, est ice de M, (R) ayant n® -1

coefficients nuls et un seul valant 1, placé en

b- Montrer que 2 F, #{0}.

¢ Onprend N dans HF, avi
qu'il existe & > 0tel que,

d- En considérant ¢ de

contradiction.
On a done prouvé

1, on note O, = M +IN .

¢- Montrer alor:
terme vaut 1
On note s I'indi

= Justifier q

g- On consid
d’indice &
extrémal

h- En dédi
de p
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