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Notations et obje

Dans tout le probl ntinues sur le segment [0,1] et

a valeurs réelles.
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et i, des expressions des fonctions sin, —
sin

Le but du pro nir, a 'aide de

cos .. : -
et —— comme somme de séries ou prod (O rle de développements eulériens).
sin

Plus précisément, dans la partie I, on étudie les premieres propriétés de la fonction ¢ ; dans la seconde

partie, on introduit et on étudie Vopérateur T défini sur E par: VfekE, ‘v’xe[O,l],

[T = f(—’zf] ¥ f[-fz*—lj .

ot ; . €OS ; . . . .
On en déduit une expression de la fonction —, puis, dans la partie Ili, de la fonction sinus. Enfin, dans
sin

1
la partie 1V, I'étude de la fonction i permet d’obtenir une expression de —.
sin
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Partie | : Etude de la fonction ¢ .

Montrer que, pour tout nombre réel x qui n'est pas un entier relatif, la série de terme général
2x
u (x)=
() =2
Dans la suite, on notera D I'ensemble des nombres réels qui ne sont pas des entiers relatifs.
La fonction @ est donc définie sur D.

est convergente.

Imparité et périodicité de ¢ :
a- Justifier que @ est impaire.

2% 1 1

b- Vérifier que pour x dans D : ——= - 5
n—-x- n-x n+x

c- Montrer que pour X dans D : ¢(x+1)=¢(x).

La fonction ¢ est donc périodique de période 1.

Continuité de ¢ :

a- Justifier pour x dans I'ensemble D
+00 2x +00 1
2)-F =253
b- Vérifier que : Vx € D “g(x).
c- Soit A un no , montrer que : ‘v’xe[O, ; +h)-—g(x)’SC|h| ol
+00
C =
n=2 (n
d- En déduire nue sur [0,1] puis qu st continue sur ]O, l[.
La fonction ¢ nue sur D

b- Obtenir des résultats similaires lors

Partie ll: Etude de I'opérateur T

On rappelle que E désigne I'espace vectoriel réel des fonctions continues sur le segment [0, 1] eta

valeurs réelles.

T estl'application définie sur E par: Vf e E, Vx G[O,l], [T(NH](x) =f(%)+f(————j

x+1
2
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On note, pour tout entier naturel &, e, I'élément de E définipar: Vx e [0,1], e (x) =x"et pour tout

entier naturel 7, F,, le sous espace vectoriel de E dont une base est B, =(e, )ke][O iq

5- Vérifier que T est un endomorphisme de E.
6- Etudede T sur F, :
a- Vérifierque: Vf € F,, T(f)eE,
On note 7, 'endomorphisme de F, définipar: Vf e F,, T,(f)=T(f).

b- Déterminer la matrice de 7, dans la base B, .

c- Quelles sont les valeurs propresde 7. ? T est-il diagonalisable ?

7- Etude du noyau de I'endomorphisme (7 —2.id,,) :
a- Montrer que Ker (T—2.idE) n’est pas réduit a {OE} .

Soit fun élément de Ker (T —2.id,;).On m="mi M =max xe x, dans
[0,1] tel que m= f(x,) et x, d

3
b- Montrer que: f| —

c- En déduire q

En déduire

a- Vérifi n est impaire et périodique de période 1.
V4
b- Montrer que : cot(x) ~ — etque -,
x>0 x 3
c- Obtenir des résultats similaires lorsque x vers 1.

. , x x+1
d- Démontrer que, pour tout nombre réel x dans D, ona: 5 eD, ——2—— eD

et cot (g) +cot (ﬁ;_l) =2cot (x) :

9- Calculde ¢ :

a- Vérifier que, pour tout nombre réel x dans D, gp(%) - ¢)(f—2ﬂ) =2¢(x).
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b- Montrer que @ —cot se prolonge par continuité sur [0,1].
c- Démontrer alors que @ =cot.

cos(zx) 1 & 2x
Autrement dit: Vxe D, x_—(——)=—— 5
sin(zx) x Sn’-x

10- Premiére application :

.. l-xcot(x)
a- Déterminer lim ————+=.
x—0 2x

Pour tout nombre réel x dans ]0,1[, on pose &(x)= i > . > ——i

Al —% TN

b- Vérifier que

& 1
szé——nz (nz _1).

i i &1
¢- En déduire que lim =) —.
x—0 = n2 - x2 ; n2

§(x)-—=

2
[

&1
d- Déterminer 2—2
n=1 n

Partie lll: Développement euléri

&
Qa,, (x)=1n[1_x_2) ot

nombre réel x dan:: O,l[, onp

bre réel x dans [ y &rie a, (x) converge. On note alors

n>1
un nombre ré Qli .
—21
-

Pour tout n entier n

£(3)= Y (+)

11- Montrer que,

+0

B(x)=2.

n=1

12- Explicitatio

a- Pour N entier naturel non nul, cal dt enfonction de £, (x)

. x 1
b- Justifier I'existence de J. . ((p(t)—;)di.
X 1 X N -'21' = 1
c- Montrer que: .[o (q)(r)—;)df—jo (; N )dt < n;\m =t
d- Endéduire que: B(x)= j:((o(t)—%) dr.
e- Montrer alors que, pour tout nombre réel x dans ]O,l[, ,B(x) = ]n(M)
X
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) . z x’
13- Pour tout nombre réel x et pour tout entier naturel non nul 7, on pose P, (x) = n'xH l—k—2 .
k=1

a- Montrer que, pour tout nombre réel x de [0,1[, la suite (Pn (x))n21 est convergente.

+00 2
Dans la suite, on pose P(x)= ]J_fn P,(x) eton note: P(x)= ﬂxn[l—x—zJ.
n—>+0 1 n

b- Vérifier que, pour tout nombre réel x de [0,1], P(x)= ﬂxexp(,B (x)) =sin(7x).
c- Montrer que la suite (Pn (x)) est en fait convergente pour tout nombre réel x.0

nxl1
P(x)= lim P, (%)

d- Soient m un entier naturel non nul et x un nombre réel dans ]—n tr
n+l+x
P(x+1)=—| ——— |P,(x).
e+ =[] ()
e- En déduire que, pour tout nombre ré : P(x+1)=—P(x). véfifier Alors P est 2-

périodique sur R .
f-  Montrer alors que, pour tout | x, P(x)= sin(7x).

xZ

Finalement, on obtient ainsi : 1——2— ’
n

Dans cette partie, naturel non nul n et gour tou eréel x dans DU {0} , 0N pose

% n-1
2 (x) = [ cos( et v, (x)=(-1) =

14- Montrer qu ombre réel x , la série de terme général v, (x) est

est donc définie sur DU

15- Montrer que, pour tout entier naturel n

(—1)"_l xsin (7x)

2

et pour tout nombre réel x dans DU{O},

A,(x)= =sin(zx)v, (x). Pour cela, on pourra utiliser sans la démontrer la

nz—x

formule trigonométrique cosacosb = %(cos (a+b)+cos(a— b)) )

n
16- Pour tout nombre réel t et tout entier naturel non nul n, on pose C, (1) = Zcos(kt) )
=1
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1 sin((2n+l)%) |

a- Vérifier que lorsque ¢ n'est pas de la forme 2pz,peZ, C, (t) — —5+5 -
sin [—)

2

b- Expliciter C, (t) lorsque ¢ s’écrit 2pz avec p dans Z.

c- Donnerlavaleurde I, = J-: C. (t) dt.

17- Soit F une fonction de classe C" sur [O, ﬂ'], montrer, a l'aide d'une intégration par parties, que :

lim U:F(r)sin((znﬂ)%)dr) =0,

a- Montrer que @ est de clas .
b- Vérifier que :
vee[o,z], C, ! (2n+1)% .
2 2
c- Endéduire q
VneN + sin (2n+1)£)dt+[n.
0 2

19- Application :
a...

18- Pour x élément de D, on définit la fonction @, sur [O,ﬂ'] par:

cos(xt) -1

@, (1)= sin(é—)

0 sit=0

site]0,7]

tout x élémentde D,
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