MATHEMATIQUES

DUREE : 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la
clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante
dans I’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du po
résultats de leurs calculs.

lls ne doivent faire usage d’aucun document. L’utilisati
calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seu
d’une regle graduée est autorisée.

Si au cours de ['épreuve, un candidat repére ce qui |
erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et pours
en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera a

ofations suivantes :
semble des fonctions co sur le segment [0.1] et 4

t [0.1] et & valeurs dans |, on note F(q)

vie[01]./ (1) =4(1)./ (1)}
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Introduction
1. a) Montrer que ' (q) est un sous-espace vectoriel de € ([O,I]JR)_

b) Pour toute fonction f de €°([0,1],IR), on définit la fonction ®( /) par :
o(f):te[0.0] [ (t-u)q(u) f(u)du.

Vérifier que Dapplication @, qui a fassocie ®(/f), est un endomorphisme

C([0.1), ).

¢) Montrer que ®(f) appartient a C* ([0,1],18) et caleuler [®(f)]'et [@(f)]".

d) En déduire pour toute fonction / de ¢ ([0,1],1R) :

(f appartient & F(g) et vérifie: £ (0) = /'(0) = 0) si et seulement si (( /)=

entier naturel, [, , = ‘I’(,ﬁ: ) .

a) Montrer que : W1 e[0,1]. |f

Partie | : 'esp

Soient @ une fone

le segment [0,1] el i valeurs strictement positives et
a un nombre réel

E,(0)={feC’

(011°()- )= ()=,

3. a) Montrer E, (w) est un sous-espace, [0,1],R).

b) Un exemple élémentaire ; le cas a =

)

4, Un exemple construetif s le cas @ est la fonction constante 1.
a) Pour a strictement négatif. remarquer que ¢ — cxp((ﬁ)t) el t— exp(—(\/_—-;)t)
sont dans F(—»-a‘). En déduire £, (1) pour @ strictement négaiif,
b) Pour a strictement positif, remarquer que £ — cos((\/;)t) et ti— sin((ﬁ)t) sont
dans F (—a) Déerire E, (1) pour a strictement positif en discutant suivant la nature du
nombre réel Va / .
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5. On revient au cas général, montrer que : dim(E,,(cu))S 1. On pourra faire intervenir encore
I"application A.
6. Montrer que : si £, (@) n'est pas réduit a {0}, alors a est strictement positif (on pourra

introduire _r;(f(r))z dr).

7. Lorsque f et g sont deux fonctions continues sur le segment [0,1] et & valeurs dans [y on
pose : (flg):L:f(r)g(r)m(l)dl. Vérifier que cela définit bien un produit sca 8
([0.1].R).

Dans toute la suite du probléme, I"espace € ([0, 1],R) est muni de ce produit s

Pour f dans ¢ ([O,E],]R), on note : ||;"||2 =,,‘(f|f> =JJ-OI(‘)"(J'))l a)(r)dl .

Partie Il : Pexemple w = 1.
Dans cette partie, @ est la fonction constante 1 et p est un entier supé oulégal 4
Pour tout & entier naturel non-nul, o a fonction définie par :

g it e [0,1])—) ﬁsin(km) :
strictement positif te appartienne 4 £, (1).
caleuler : {7, |w, Y, (B et .
¢ pa

9. a) Vérifier qu'il exist

¢) On no toriel de C°([0,1], 1)

¢ orthonormée de (g
on détinit la fonetion wfg) par : pouliout 1 & [0,1],
1
)iele)-([, 2 (x)v, (gl

3 g e ?.L(g) estune
¢ de u dans la base i ‘est diagonalisable.

r (Wl,...,gup). Vérifier

10. Pour

i
. 2
2_[0 cos(mt) g’ (1)dr .
rd que A appartient au segment [—2. 2] i
érifier ensuite que A ne vaugnl 2 pourta raisonner par l'absurde).

12. Soient A une valeur propre de u et mbre réel de 0, 7| tel que : A=2cos(8), on note

w un veeteur propre assoeié, [l existe un p-uplet de nombres réels (a:l,...,mp) tel que :

W=§;W" ~Onposex,=%,,=0.

a) Vérifier que, pour tout & dans l[l,p]], Tiw —2cos(l?)x,‘ +x, =0,
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b) En déduire I"existence d'un couple (4, ) de nombres réels tel que, pour tout & dans
|[0,p+1]|, x, = Acos(k@)+ Bsin(k6).

¢) Justifier que A est nul et qu'il existe s dans [1 p]| tel que: 0= —“E—l .
P+

d) En déduire les valeurs propres de u et une base de vecteurs propres de .

Partie Ill : Phypothése (//, ).
On revient au cas général : @ est une fonction continue sur le segment [(),1] et & valeurs réelles

strictement positives, On note(#,) 'hypothése : 1l existe une suite bornée (a,)  de

nahi
strictement positifs, deux 4 deux distinets, telle que, pour tout entier n, E, (@) n'est pas

{0}
13. L'hypothése (/7,) est-elle vérifide si @ est la fonction constante 1 7 Justifier 1

On se propose de démontrer, par I'absurde, que cette hypothése n'est jamais réalj
Ainsi, on suppose qu'il existe @ une fonction inue sur le segment [0,1]

strictement positives telle que I'hypothése : ,onnote @ un g
(a, )MNunu suite de nombres réel tels qug

E, (@)#{0} et 0<a, =a.

14, Justifier I'existence érifiant : Vnel,

-fi:l € EH“ (w)
probléme.

L ('f;')"uN de Cu

. Une telle suite est ainsi jusqu'a la fin du

15. Soit ¢ dans tout »n entier naturel, on not

2 "
b) Vérifie nentier naturel : = Z(C* r,o)) et > (g ((/}))2 s uqa”j :
pom

re: lim Jl‘:f,,(f)gb(l‘)w(r

pEIL

16.a) Soit x un nombre réel fixé dan
Hx=1 itel0,

P, !IE[O,]]H (x ) 5 E[ ]

x(t-1)  sirelxd]

b) Rappeler la formule de Taylor avee reste intégral appliquée a /, a l'ordre 1 entre 0 et x.
Veérifier que : £, (x) = x/, '(0)+L':(x—r)f" "(r)dt, puis: f,'(0)= —L:U =0)1,"(1)dr

1, ()e(r)di=0.
[0.1]. On définit la fonetion ¢, par :

. Vérifier que ¢, est un élément de € ([0,1],1R).
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¢) En déduire : f, (x) =L‘ 9. (1)f,"(r)dr eteonclure: lim £, (x)=0.
/,). endéduire : |f, (x)|sa

d) Remarquer : f, (x)=-a, (o, @,

h -

e) Calculer _[;(gp, (lt))2 dt , en déduire : |, (x)| < ax(1-x) [l _

3
fier | £ Jlel.
f) Justifier : |/, (0)|saT.
g) Rappeler pourquoi on a: f,,'(x)=j:,'(0)-&,,_[:m(t)j:,(r)dt et en_déduire alof§"
sl 1+ ok ) %

17. On note C'=a @[H%Hm"w} (on remarque que € est un el strictement

positif).
Déduire des questions précédente

s V(x,y)E[O,l]z, Ynel,

"(

Clx-y.
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