MATHEMATIQUES

DUREE : 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la
clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante ESSEC
dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résuls
tats de leurs calculs.

1ls ne doivent faire usage d'aucun document. L'utilisation de toute calgiila=
trice et de tout matériel électronique est interdite. Seule l'utilisation dume
regle graduée est autorisée.

Si au cours de l'épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étie une er-
reur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Suuer o ™1

Le probléme comporte quatre parties.
On pose : E, = {fe C’ (IR.IR). bornée sur R} :si f € E,, onnotera Ng(f)=sup|/ (x)| .
= R

Partie I — Construction de la fonction arctan.

x d

On définit, sous réserve d'existence, la fonction arctan : x &K+ L a—t—;

1) Vérifier que la fonetion arctan est bien définie sur &, impairéhde classe C” sur R et préciser

: d
une expression de E(amtan).

7) Montrer que arctan admet une limite finie, #6rée proviscirement L, en +ooet justifier que
arctan est une bijection de R sur |-L.][.

3) Pour tout x e }—%%{ , calculer arctan [lzm (x)'J .en déduire la valeur de L.

4) Justifier que, pour tout (x,y) e R*, Jarctan x —arctan y| < |x— 3.

. 1
Montrer que, pour tout x € [, arctan x + arctan — =
X

SHE]

z

MATHEMATIQUES

+o (1
Si f e E,, on définit, sous réserve d'existence, ®(f):xeR > J-“ arctan (1x) 'lf (r} dt .
P

L’objectif du probléme est d'obtenir quelques propriétés de ®( /) etde @.
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Partie Il - Premiéres propriétés de ®( /) et de @.
6) Vérifier que E, est un sous-espace vectoriel de C’ (R,R) .

a0 ‘
7) Soit f e E,, montrer que, pour toutx e R, Io arctan (tx)i-(w—di est absolument convergente.

1+£2
8) Soit f € E,, montrer que ®( f)est bornée et N,,[d)(f)]s%zNo(f). %

9) Continuité de d)(f) pour fekE,.
Dans cette question, fdésigne un élément de E,; et xun réel.
a- Soit 4 un réel strictement positifet # € R’ , vérifier que :
arctan (¢ (x + })) —arctan (x + h)) - arctan (&x
|[¢( )] (Gx+h)-[@( f)](x)]iND( f)( J‘:l ( 1+):)’ ( Jguj 32 ( )la'r
b- En déduire que, pour tout he 5

s|h|&—2(i{-lm(l+hl@)m|h|.
est continue sur R .
€ E, > ®( f)est un endom edek,.

ntéresse a l'appli

arctan (1x) -

R i—}g(x)=L T

gestl'i IPapplication :xeRH1.

a- Vérifier que, pour tout u € R, [arc
b- Soit a et b deux réels distincts et / le segment d'extrémités a et b. Montrer que :

2
|arctanb—-arctana— b-»als(b—a) max[ ! 2).
+ wel \ 14u

¢ Soit he ]-%%[ et £ un réel positif, établir :

272
th |£rh 12 =
1+62|" 2 . Px
Fi i

’arctan[r(x+h)]—arctan(£x)-
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d- Montrer alors que, pour tout h e ]—%,g[ s
g(x+h)—g(x)—hr"-t_;d; gzhzj“_fz_,#d,_
0 (1+t’x2)(l+r’) 0 (4+r’x’)(1+r’)

e- En déduire que g est dérivable sur ]0,+[ et justifier que, pour tout x>0,
TR 1 1
“OL Ty

f- gest-elle dérivable sur J-0,0[ ? Si oui, que vaut g'(x)pour x <0 ?
12) Calcul de g'(x)pour x>0.
a- Déterminer g'(1).

b- Pour tout x € ]0,1[ U ]I, +oc[ , chercher des expressions 4(x) et B(x), ind
t

t, telles que, pour tout te R,

a- Justifier, pour tou
b- Montrer que,

14) Etude de la limi

a- Démontrer

¢- Déterminer alors lim g(x).

= 1
15) Application au¢aleul de ) ———.
P §(2n+1)2

a- Montrer que j:"'l“—‘;dr converge et calculer sa valeur a 1’aide des questions

1-¢
précédentes.
&l Int

b- Vérifier que Lmlh_l—:zdn oﬁdr.

https://vertuprepas.com/
ANNALES CCIP 2013-2014 1 151


https://vertuprepas.com/

Int . 2l 2% 1 Int Ine2 g i
l_rzdrvé‘[or Inrdr+jui—_-‘—2r dt (on justifiera

I’existence des intégrales introduites).
d- Pour tout ne N, calculer L: " Intdt .
Int

S s 42 g
e- Montrer que J_lymjo T 1" dr =0.
f- Donner alors la valeur de 2;2 . En déduire celle de zlz 2
n=0 (2” + l) n=l 1
Partie I'V — Retour a I’étude de ©.
Ny[o(f)] =

16) Montrer que sup ——————==—,
regMop N, (f) 4

Dans toute la suite du probléme, on considére : w
utrement dit @° = : tout ne N,

17) Vérifie = Ny(o,)-

¢~ Soit ne N, démontrer que j;

[ ]
Da
m
=
&
=]
&
=
A
e
J
=)

I8) Peut ¢ id,, —AD ?

19) Dé et que la série Y. N, (¢, ) converge.
nzl

200 M , (x) converge.

On note alors g:xeRHEp,(r).
)

21) Montrerque ¢ est bornée sur R .

22) Continuité de .
a- Vérifier que, pour tout n€ N, pour tout x € R, pour tout he R”,

|¢n+| (x+h)-o,, (x)1 <|2|N, (?ﬂ)[%lﬂ(l +hl_2)+ zrarctan!h[l .
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b- En déduire que, pour tout x € R, pour tout ke R’
|7

lo(x+B)-o(x) s|,1|[§N., (m)][;m(n;—z)mmmqq Fx+h)—£(x)-

c- Justifier que @ est continue sur .

23) Application aux valeurs spectrales de @.
n+l

a- Pour tout ne N, calculer (r‘dgn - m)[z%] et montrer que
k=0
n+l
1 (1~ 20) S )7 |-o.

k=0

b- Montrer alors que (id’_gu —M)(@):f. Que peut-on dire de id, —A® ?
2

c- Soit ze R tel que ®— pid,; ne soit pas bijective, montrer que |,u| S£4—. Q

&

&
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