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Notations :

Dans tout le prob s m et n désignen

Par ailleurs, on

o Mmn(R)es
élément X appartenant & .#,, 1 (R) est une

e ‘M la matrice transposée de la matrice M

e I, la matrice identité de .#, »(R).

e Pour M appartenant a ., »(R),

KerM = {X € M, 1(R)/MX =0} etImM = {MX /X € #»1(R)}.

Pour tout /n entier naturel non nul, on munit %, (R) de sa structure euclidienne canonique ;

ainsi :

X1 i

; X2 2 . ; : :
siX=| " |etY= y appartiennent a ., 1(R), le produit scalaire de X et ¥ s’obtient
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par la relation ‘XY = Zx,y, et la norme euclidienne de ¥ notée ||Y ||, par: ||Y||2, =YY = Zy,
i=1 =1
e On admettra que toute matrice et sa transposée ont méme rang. De plus, on rappelle que lorsque
le produit de deux matrices M et N est possible, on a la relation ‘(MN) ='N'M.

1) Question préliminaire.
Soit F un sous-espace vectoriel de .2, ; (R) de dimension k non nulle et (Uy,Uy,...,Uy) une bas
orthonormée de vecteurs colonnes de F.

On envisage la projection orthogonale sur F représentée par sa matrice P dans la base canoni

de vﬁrz,l (R)

k
Montrer que P = E U/ U; et vérifier que P est une matrice symétrique.
i=1
Partie I - Décomposition spectrale de la matrice ‘AA
une matrice A de %, ,(R).

On envisage dans toute cette partie une matrice A appartenant a .#, »(R).
2)

(c)
3)
(a)
de la matrice ’
(b) On désigne p
sée dans I’or
On rappelle Aily).
Pour i enti matrice de la projection orthogonale
sur £ (1 canonique de %,  (
Eri istincts compris en p, P;Pj€st la matrice nulle.
e derniere écriture s’appelle la dé-
4) Exemples :

(a) Déterminer la décomposition spectrale sque A est la matrice 3,3 égale a

1 =11
1 =1 1
-1 1

(b) On envisage la matrice ligne A = (aj @2 ---a,) ol les réels a),az,. . .,a, sont fixés, non tous
nuls simultanément. Ainsi, A’A est un réel.
Montrer que le polyndme X? — (A’A)X est annulateur pour la matrice ‘AA. Préciser la liste
des valeurs propres et la décomposition spectrale de la matrice 'AA.
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Partie II - Pseudo solution d’une équation linéaire.

On s’intéresse dans cette partie & I'équation AX = B oll A € A, »(R) et B € M1 (R).

Une matrice X appartenant a .#, 1 (R) est dite solution de cette équation si elle vérifie la relation
AX =B.

Elle est dite pseudo solution de cette équation si elle vérifie :

VZe ﬂn,l(R) ||AX _B“m < “AZ _B”m

5) On suppose que I’équation AX = B admet au moins une solution. Montrer que X est
pseudo solution si et seulement si elle est solution de I’équation.

6) On suppose que X est une pseudo solution de 1’équation.
Montrer que, pour tout réel A et toute matrice ¥ de .4, 1(R), ona:

A2||AY |2 +2A'Y A(AX —B) > 0
En déduire que ‘AAX ='AB.

7) Montrer que tout X de .#,(R) vérifiant la relation 'AAX = ‘AB est pseu et en
déduire qu’il existe toujours au moins une pseudo solution de 1’équation.
8) Exemple : déterminer toutes les pseudo solutions de 1’équation AX = B lof$que

V| 2
=1 1] etB= "2
1 2 1

Parmi celles-ci, préciser celle deit la norme eticlidienne est minimalg
9) Donner une condition SM-_I_&ZM;@&A@W@E'I’équation adme ique pseudo solution.

Partie I1I - Pseudo inverse d’une matrice.

On reprend les notations de la -
Parmi toutes les pseudo Sﬁluﬁbn& dcl équatlon AX =B, on se
celle(s) dont la norme euclidienne est minimale.

10) Montrer que l'équah_ posseéde une unique pseu
qu’elle est caractérisé gar las deux conditions : ‘AAS

11) Pour B fixé et ap it & Ay (R), préciser
(a) A estderang z_:,
(b) A est la matrice nulle.
12) Lorsque B varie dans .#,, | (IR), montrer
solution de norme minimale § est une applic
Relativement aux bases canoniques respec
cation linéaire est représentée par sa ma
jusqu’a la fin de ce probleme, pseudo inverse
13) On suppose que A est non nulle et on revient

de chercher s’il en existe,

rme minimale notée S et
ogonal a Ker’AA.
cas suivants :

qui & B associe son unique pseudo
e Moy,1(R) dans .4, (R).

) et de ;1 (IR), cette derniére appli-
t & My m(R). On convient de I’appeler,
ice A et de la noter A™,

matrice ‘AA dont la décomposition spectrale

introduite a la question 3) b) est Z AP

=
On désigne par I'(A) I’ensemble des indices i compris entre 1 et p pour lesquels on a A; # 0.

(a) Pourquoi a-t-onI'(A) # @ ?

1
£ + _ %
(b) Vérifierque A" = ;EFE(A) H,_,-R A.
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14) Reprendre I’exemple de la question 8) en calculant explicitement A™ ;
retrouver ainsi I’unique pseudo solution de norme minimale.
15) Lorsque A appartient a .#; ,(R), montrer que :

.IA .
A+= m SIAT,'EO

0 sinon

Partie IV - Etude de ’opérateur A — A+,

16) Démontrer les relations suivantes :
A=AATA, AT =A%AAY, '(ATA)=ATA, '(AAT)=AA"
17) Soit M une matrice appartenant & .#, ,,(IR) vérifiant :

(%) A=AMA, M=MAM, '(MA)=MA, '(AM)=AM

(a) Montrer que M vérifie les relations suiv.
M=MMA="A'MM

(b) En déduire que M =At e
18) Etablir les formules sui

@ (A7)"=A

(b) (At =!(A%)
19) Soit x un réel tA € Mma(R).
Montrer que : A" serve d’existence, que la

limite en un point st la matrice formée d méme point de ses coeffi-
cients). Utiliser ¢ trouver la pseudo inv; ce A mise en ceuvre dans la
question 8).

20) Pour tout
matrice (0tA) "

deOetA € Ana(R )" en fonction de @ et AT, La

limite lorsque o
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