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MATHEMATIQUES

DUREE : 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction,
la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante dans I’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possib,
résultats de leurs calculs. Aucun document n’est utilisé. L’ util
de toute calculatrice et de tout matériel électronique est inte
Seule 'utilisation d’une regle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui se tre
une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et sa
composition en expliquant les raisons des initiatives amené
a prendre.

uatre exercices indépendant

Q.

t notée P(A) et si C est,un événemen probabilité non nulle, on

L’épreuve est constituée d

SUJET

L’épreuve est constii

note Pe( tionnelle de A sachant C

o l'univers aléatoire, on note Z(Q) l'ensemble

des vale
EXERCICE

On considére éelles (1n)neN €t (Un)n

1
Unt 5(% +vn)

1.
1= 5 (a1 + vn)
2. Compléi terminer u, et v, pour une valeur de n entrée par

1'utilisateur.

n=input(’entrez la valeur de n :

end
disp(u)
disp(v)
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3. Pour tout n € N, on pose : w, = vp — Up.
P il
a) Etablir pour tout » € N, I'édgalité : up41 —up = 5 W

1
b) En déduire que la suite (wy)nen est une suite géométrique de raison 1

¢) (i) Montrer que l'on a :

. Rk 4 I\»
VneN*, kgﬂwkzg(l—-(z) )
(ii) En déduire & 'aide de la question 3.a) I’expression de u, en fonction de n, pour tout n € N*.
(#31) Vérifier que I’expression précédente reste valide pour n = 0.
d) Justifier la convergence de la suite (un)nen €t donner sa limite.

¢) Déterminer I’expression de v, en fonction de n et donner la limite de la suite (vp)nen-
4.a) Justifier que I'unique réel a pour lequel la série de terme général t,, = g(a—u,.), avec n € N, est convergente
2
est a = — -

3

. ) . 2
Dans les questions suivantes, on choisit o = 3

+o0
b) Vérifier que pour tout n € N, on a t, > 0 et établir I'égalité : z Ty = 1.

n=0
5. Soit X une variable aléatoire discréte 4 valeurs dans N, telle que, pour tout n € N, P([X = n]) Q
a) On pose : Y = X + 1. Reconnaitre la loi de la variable aléatoire Y.

ion de M1, sans calcul, en de M.

de saisir M, de calculer L et cher les deux

R

le résultat de la question 2.a)

b) En déduire I’espérance et la variance de la variable aléal

EXERCICE 2

Dans tout l'exercice, on note M et I les deux

(== ==
-0

1.a) Calculer M? et montrer que
b) En déduire que M est inve
¢) Compléter le script Scilab si

matrices M et M~
M= Tostin - F pinda s ek
j T ——
disp(M,’la matric
disp(N,’la matric

2.a) Montrer que la matrice
b) Développer le produit d (M + M2 + M,

ce M3+ M?+ M +1.

¢) Retrouver le résultat de la question 2.b) en calculant

)

Ul
pour déterminer la mea
nt
3.a) Soit = € R. Développer le produit (z +1)(z?+ 1) et a I'aide estion 2.b), en déduire que M possede

au plus une valeur propre.
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b) On pose : U = | —1 | . Calculer M U et justifier que M possede une unique valeur propre dont on précisera
1L
la valeur.

4.a) On suppose Pexistence de réels ,y, z, 2,y et 2/ vérifiant la relation : tM? +yM + 2] = 2' M2 +y/ M +2'I.
Etablir les égalités : z = 2/, y = ¢/ et z = 2.
b) On rappelle que par convention, pour toute matrice carrée S, on a S° = I.

A Taide d’un raisonnement par récurrence, déduire de la question précédente que pour tout n € N, il existe

un unique triplet de réels (an, bn, cn) tels que : M™ = a, M2 + b, M + ¢, .
On donnera la valeur du triplet (ag, bo, ¢o) et on vérifiera les relations suivantes :
nyy = by —an
Vn eN, {b,,+1:c,,~a,. .
Cntl = —Qn
5. Utiliser les relations trouvées & la question 4.b) pour compléter le script Scilab suivant afin
affiche a,, pour une valeur de n entrée par 'utilisateur.
n=input (’entrez la valeur de n :’)
a=0

disp(a)
end

EXERCICE 3

Dans tout Dezere T supérieur ou égal A 1 efpd 'événement Contraire d’un événement A.

On suppose que gion, pendant une période doj seuls deux états météo sont possibles :
le beau temps
1’étude des bu!

du temps qu'i

¢ laisse penser que le t; i certain jour de cette période dépend

e g'il fait bea

3 i 4
emain est égal a — ;
5
x . o1 s 2
e mauvais le lendemain est égal a 5

On s’intéres; débutant le jour 1 quel il a fait beau .

Pour tout
® B, nement : « 1l fait beau le jo
o B, I'événement « il fait mauvais I
e u, = P(B,) et v, = P(B,).
1.a) Donner la valeur de u;.
b) Déterminer les probabilités conditionnelles Pp, (Bn+1) et Py (Bnt1)-
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2.a) A Paide de la formule des probabilités totales, établir la relation :
VneN*, upyy = %un+ gvn.
b) En déduire pour tout n € N*, u,4; en fonction de u,.
¢) Déterminer pour tout n € N*, 'expression de u, en fonction de n.
d) Calculer nglj}w uy et interpréter ce résultat.

1 2
3.a) Montrer que pour tout n € N*, on a : vpy1 = = up + - n.
5 5

b) Pour tout n € N*, on note X, la matrice & une ligne et deux colonnes suivante : X, = (un vn)-

Déterminer la matrice carrée K, indépendante de n, qui vérifie la relation suivante :

VneN* Xpn=X,K.
¢) A I'aide d’un raisonnement par récurrence, donner pour tout n € N*, Pexpression de X, en fonction
de Xy et K.
d) En déduire I'expression (sous forme de tableau) de la matrice K™ en fonction de n.
4. On code un jour de beau temps par 1 et un jour de mauvais temps par 2.
On admet que la commande x=grand(99, *markov’,K,1) renvoie un vecteur contenant autant de 1" q
de jours de beau temps et autant de 727 que de jours de mauvais temps, et ceci, entre le deuxiéme jo
centiéme jour.
Compléter le script Scilab suivant afin qu'il renvoie le nombre de jours de beau temps lors des 1 €1

jours de la période considérée, y compris le premier.

K=l sanes G g B ]
x=grand(99, *markov’ ,K,1)-1
I S—

disp(n,’le nombre de jours de be

culer P(Uy).

> considérée » .

5.a) Soit Uy, I'événement «il fait beau pe: e la période consi

b) Soit V, I'événement «il fait bea es 1 premiers jours de

Calculer P(V,,).

EXERCICE 4

Dans tout l'exercice, on note f sur R par :

= sit
N=4 A+22 7

1. Soit g la fonction définie s

a) On note ¢’ la dérivée our tout réel ¢

b) Pour tout z = 0, on pose : I(z) stion précédente la valeur de I(z).

oo
c) Calculer f(t)dt et vérifier que f est une densité de prob:
0

https://vertuprepas.com/

W
-
o
0
0
|
0
r4
I
0
T
|_

ANNALES CCIR 2019-2020 | 365



https://vertuprepas.com/

w
=)
g
O
0
-
O
r4
I
0
w
|_

On considére désormais une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé, telle que X(Q) = R,

et admettant f comme densité.

2. On note F la fonction de répartition de X. Etablir la relation suivante :

2

T
—s siz 20
Vz€eR, F(z)= { Tyaz 07270
0 siz<0
X2
3. On pose Y = el et on note G la fonction de répartition de la variable aléatoire Y.

2
= puis détermi; (
R

b) Pour tout y € [0, 1], calculer G(y) et en déduire que Y suit la loi uniforme sur l'intervalle [0, 1].

a) Etudier les variations de la fonction Q qui, & tout réel z > 0, associe Q(z) =

%
¢) Vérifier que X = \/ - puis compléter a 'aide de la commande rand (), le script Scila,

qu’il simule la variable aléatoire X.

4. Pour tout réel h > 0, soit T} la fonction définie sur R% par :

1
Va0, Th{z)= o« P[X>I]({X S+ h]) “

a) Soit z un réel strictement positif fixé

b) Pour tout réel z > 0, on pose :

c¢) Pour tout réel x > 0,

N,
R
&
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