MATHEMATIQUES

DUREE: 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction,
la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante dans I’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du posgsible
les résultats de leurs calculs. Ils ne doivent faire usage d’
document : 'utilisation de toute calculatrice et de tout materiel
électronique est interdite. Seule ['utilisation d’une regle g
autorisée.

Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui [
une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie e
composition en expliquant les raisons des initiative
a prendre.

L’épreuve est constitué

exercices in

évdnement robabilité non nulle, on

Eaboire, on note T(N) Vensemnble

érance et la variance de T.

M= (: 3) dissdie 2 qui viifent les deux

i 1 ) appartiennent a £.

¢} En déduire que la somme et le produi rices de £ n'appartiennent pas nécessaivement i £.

a b
e d

Déterminer la matrice M? et en déduire pour tout entier n = 2, la matrice M™.

d)SoicM=( ) une matrice de £.

0

Dans toute la suite de Uezercice, on pose A= (_12 ;) et on note I = (; 1

) la rnatrice identité d'ordre 2.

2.a) Justifier I'inversibilité de la matrice A.
b) On pose : K = A — 31, Vérifier que la matrice K appartient & £.
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¢) On rappelle que si B est une matrice carrée d’ordre 2, on pose par convention BY = I.
(1) Exprimer pour tout entier naturel n, la matrice A™ en fonction den, et K.
(#i) Donner U'expression de A™ sous forme d'un tablean matriciel.
3.a) Etablir I'existence d'un unique couple (o, 8) € R? que 'on déterminera, pour lequel A? + aA+ 57 est la
matrice nlle,
2 1

b) Retrouver le fait que la matrice A est inversible et montrer que A= = EI - 5)1.

¢) En déduire que 4! = % I- %I( et vérifier que la formule trouvée A la question 2.c)(i) pour tout n e N
est encore valide pour tout n € Z.

4.a) Montrer que la seule valeur propre possible A de 4 est A=3.
b} Vérifier que le réel 3 est effectivement valeur propre de A ; déterminer Uensemble des vecteurs propres
associds A cette valeur propre.

EXERCICE 2

Dans tout ['erercice, on pose : Iy =fu:dt et pour fout n € N*, I, = ft(lnt}" dt.
5 1

l.a) Caleuler fo.
b) Montrer que pour tout entier naturel n. ona: I, = 0.
c) Montrer gue la suite (I,,) .20 est décroissante puis gu'elle est convergente.

2.a) Pour tout entier naturel n, soit f. la fonction définie sur Uintervalle [ 1, ¢] par : Wt € [1,e], fult) =
On note f), 1a dérivée de la fonction f.. Pour tout t € [1,e]
b) A I'aide d*une intégration par parties, établir pour ta

¢} En déduire la valeur de [,.
d) En utilisant la relation (+) et la décrois
Fencadrement suivant :

@) En déduire les limites resp
f) Utiliser la relation (=) p
de nentrée par Uutilisaty

n =0 et ("j—n}n}ﬂ-
lab suivant afin gu'il caley ffiche I, pour une valeur

n=input (' donner
T il
for k=1:n
T iy
end
disp(I)
3.a) Erablir pour tout ex

S20h+ 4

{n+3)n+4)

b) Pour tout entier naturel n, on pose : wy, = n{e* —n
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4. A I'aide d'un raisonnement par récwrrence, établic pour tout entier naturel n, I'égalité :
(=1l 5 (=2
In= ¢ ==—=1).
e
EXERCICE 3

On suppose que I'on dispose d'un stock illimité de boules rouges et de boules blanches indiscernables au toncher.

Une urne contient initialement une boule rouge ot une boule blanche indiscernables an toucher.

On effectue dans cette wne une succession d'expériences aléatoires selon le protocole suivant : on extrait
boule de 'urne et aprés chaque tirage, la boule tirde est remise dans I'urne et on ajoute dans 'urne une,
de la méme couleur que la boule tirée,

Pour tout entier n 2 1, on note X, (respectivement ¥, ) la variable aléatoire égale an nombre de houles rouges

(resp blanches) e dans I'arne & Vissue de la n-ldme expérience, ¢'est-i-dire apri

d'une boule et la remise d'une boule supplémentaire.

Pour tout entier k = 1, on note Ry (respectivement By ) 'événement = « tirer une boule rouge i
blanche) lors du k-iéme tirages.

Laa} Justifier que X1(f2) = [1,2]. Donner la loi de X;. Caleuler E(X,) et V{X,).

b) Exprimer les événements [X, = 1], [Xy = 2] et [X2 = 3] en fonction des événement et fig
¢) Montrer que X» suit la lol diseréte uniforme sur [1, 3]. En déduire E{Xs) et V(
2.a) Donner sous forme de tableaun la loi conjointe du couple (X, Xa).
b) Calculer la covariance de X; et Xa. aléatoires Xy et X5 sont-ells

3.a) Pour tout entier n > 1, exprimer 1° : metion des év s Bn-
b) Montrer que P{[X,, = 1]} =

4.a) Etablir pour tout entier ités suivantes :

‘velation entre P([Xns = n=kl) et P([X, =k—1]).
. 1a variable aléatoire X,

5. Compl suivant afin qu'il simule nne réal la variable aléatoire X, ol
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6.a) Justifier que les variables aléatoires X, et ¥, sont de méme loi.
b) Pour tout entier n = 1, que vant X, + Y5 7
e} Quel est le coefficient de corrélation linéaire p(X,, ¥,) de X, et ¥, 7

EXERCICE 4

Dans tout Uerercice, A désigne un réel strictement positif.
1. Soit Z une variable aldatoire qui suit la loi expe ielle de p etre A dont ume densité g est donnée par :

Yz eR, g(z]:{(‘;e_h ;:ig i

Rappeler les valeurs respectives de E(Z) et V(Z) ; en déduire la valeur de E(Z2).
2, Soit [ la fonction définie sur R par :

vreR, fe)=aeste) = {}= w220,

a) Vérifier que f est une densité de probabilité.
Dans toute la suite de 'exercice, on note U une variable aléatoire de densité f,

b) Montrer que Ja variable aléatoire U admet une espérance dont on donnera la valeur,
3.a) A aide d'une intémation par parties, montrer que pour tont réel A4 >0, ona :

A A
f 2de M dr = — Te““"+
o

00 ~

b} En déduire l'égalité j e dr = 0 ainsi
[

) Caleuler V(UJ).

4. On note F 1a fonction de répartition de la elleque: ¥r &

a) Etablir la relation : ¥z ¢ R, F siz=0

)

< B(U)| € E(U)]) > 09 /
A est inconm.
le paramétre Inconm g.
indépendantes mﬁvank ue IJ,

b) Justifier I'égalité : P{[|U/
¢) Sachant que ¢* = 54.5,
5. On suppose dans cette g

Onpusear—%etonvmm

Saoit (U )nz: une suite d

Pour tont entier n = 1, U.
k=1
- sans biais Wy, du

V().

B[, ~a| z ¢

a) Construire a partir
b} Caleuler V(W) et

¢) En déduire que 1"

https://vertuprepas.com/

w
=
o
G
0
-l
0
r4
I
0
L
I_

ANNALES CCIR 2018-2019 1 343



https://vertuprepas.com/

