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EXERCICE 1

11 2
Po=(2 0 1
3 -1 -3

Ainsi, P est inversible et P~! =

Partie I : calcul matriciel

1 1 1 6 0 0 1
a9 -0 3 06 0 =6I3=*-P><(EQ)=
-2 4 -2 0 o0 6
1
g9
1 5

3

Alnsi, Xy est un vecteur propre de M pour la valeur propre 5.

1 1

¢ En notant X5 = 0 ),l:u'lzl:_r'{:gfaé

2. !Ennata.ntX|=(2),nna:X1|74'DetMX1 (10)=5.X1.
15

-1

Alnsi, X2 est un vecteur propre d

nalisable. La matrice PP
rs propres distinctes, en

3. La matrice M étan propres distinctes,
BCHENTS propres assoclés

notant [ = diagonale comportant les valeurs prop rrespondantes dans le

1
4. Notons po () : e M™ = EPD"Q »

, ainsl, P(0) est bien vraie.

1
s Pour I3 et egalement EPD'D

ait P(n) vraie. Alors :

x M = (%PD“ = %QF) De = %PD"‘“Q

" 0 0
=l 0o 1 0 |
0 0 o

0
0
2
1
Calculer la premiére colonne de M™ revient & multiplier i droite par ( 1] ) . En écrivant donc le produit,
]

1, P(n + 1) est vraie.
récurrence, pour tout entier n
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et en calculant successivement de droite 4 gauche les produits de matrices :

(1 1(1 1 2 5 0o 1 1 1 1
M D)=E 20 1)(010 g -0 3)(0
0 \ 3 -1 -3 g o0 2 -2 4 -2 0
1(1 1 2)(5“0 0 1
== 2 0 1 0 1 0 g
EKE -1 -3 0o o 2= -2

f1 12 5n L -2iag
=2 0 1 9 -z (5" — 9
\3 -1 -3 —gn+l 3(5" + 2H) — 9

Partie II : étude de 'entrainement dun athléte au triathlon

1. L’athléte démarrant son entrainement par la natation au jour 0, on a donc ap = 1
Suivant les régles de Pentrainement, au jour 1, on a alors ay = 1/5, by = 1/5, e
2. Soit m € M fivé. La famille (Ay, By, Cy) forme
probabilités totales :

systeme complet d'événemen ule des

any1 = P(Anyy) = P(A

=L n+1) + P(Bn)Pg,

De méme, on caleule

3. On a done

iPqun=[]fDnabien}"|]=( 0
o

1
e Soit n = 0 fixé, Supposons que pour cet entier n, Dnaitmuntléque:};=5LM"(D ) Alors :
1]

Yo =AY, = 1M lM“ ; _ ! ML ;
n+l = Adn = 5 5 o " gn+l o
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1
s Par récurrence, on a done bien que : ¥n £ M, Yn=5inM“(I]).
0

5. GommeM“(

[l e B

) correspond i la premiére colonne de M™, on a d'apres 1.5 :

iy 1 57 —2nt2 g
cn ’ 3r+2vthy 0 ?
On en déduit done que :
Fr_gntl g 1 2 faNT IR
DR Q

A" -2 1 f2\"
b= g =§_2(E)’

3(5" +27+1) — 9
Gn T ——e.

1o(2y 3Ly
6 % 5 77\5) T2\5

6. Comme —1 < 1/5 = 1 et —1 < 2/5
finalement que :

n déduit

EXERCICE 2

1.(a) On reco es /e 1 Spe des condifions identiques et indé-
1/4 (un succés étant de tirer la
400 épreuves smt donc une

(b) L x—x%=75.
2. (a) On byves succes (échee identiques et indépendantes,
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3. (a) 51 on tire les boules sans remise, £ ne peut prendre que les valeurs 1,2, 3,4 :

|2(@) = {1,2.3,4}

Notonrs By, (respectivement Ni) « le k-1éme tirage donne une boule blanche (resp. noire) ».
1
o P(Z=1)=P(N,y) = T

3 1 1
o P(Z=2) = P(BinNo) = P(B))Py,(No) = 3 x 5= 1
3 02 1 1
e P(Z=3) = P(BiNBy"\Ns) = P(By)Pa, (Bo) P (Na) = X 3 % 5 = 5
1

¢ ot nécessairement P(Z =4)=1-P(Z=1)-P(Z=2)- P(Z=13) =1
Ainsi Z suit une loi uniforme sur 'ensemble {1,2,3,4}.
1+4 5 £ -1 5

i(b) Lespm'anuedeZatdoncT—Eet]a\manceﬁtT T

Partie II : tirages dans une urne choisie au hasard

—1)+2P(T =2) =

e B(n, p), on aurait a

PA)Pe(T=1) $x3
I

Hr—n(E) - PT =1)

e 4 3

et dong on en dedurt que PF=1]TJ =1- = =—_.
Finalement, s1 [T" = 1] est réali=é, il est plus probable d'avoir obtenu Face avec la piece.
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T =20
if grand(i,1i,"uin",1,2) == 1 then
for k =1 : 2
if grand(i,1,"uin",1,4)<2 then
T =T+1
end
end
else
for k =1 : 2
if grand(1,1,"uin" ,1,4)<3 then
T = T+1
end
end
end

disp(T,"Une simulation de T donmne :")

. Pour tout réel =

de.dune fonction

De pliis, 5ur]U‘Q ne s"annulant

Pour tout réel x, In(x) existe
pas, f(x) a bien un sens

3 20+ In 1
On a ].i.'lTu1+ In !
La courbe re admet donc une asymp! =10
Par ailleurs,
La courbe 1 f admet donc une horizontale en +oo déquation y = 0.
La fonctios sur |0, +ocf et on a

Le signe'de f' dépend donc du signe de 1

1/3

1-3niz) = 0<+= 3n(z ln{I}Q%:}IQE

La fonction f est done croissante sur [0, '/ puis décroissante sur |e'/?, +o0a[.

La fonction f admet done un maximum (global) en el qui vaut : fle?) = %
La fonetion f admettant —oo comme limite en 0%, elle n’est pas minorée et n’admet done pas de minimum.
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5. La tangente 4 Cy au point d’abscisse 1 admet comme équation :

y=FUE-1+f1), ie[y=4&—4]

[y

1. Soit A = 1. On

41 2m(4)
2|, AT AT

2. La fon 1 a bien f(1) =0.
De pl
21ln(A)
Az ) =1
Ainsi, b est bien une densité de probal
3.(a) Pour z < 1, F(z) = 0.
Pour x 2 1, en reprenant le calcul de la g
_r _ [ _q_ 1 2=
F(z) = j_mh(tjldt— -[ Pyt =1-— - =2
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b ]
I: }l function calcul=F(x)

2 if x < 1 then

a calcul = 0

1 else

5 calecul = 1 - 1/(x"2)-2*log(x)/(x"2)
I end

7| endfunction

8

alfor 1=1:300, a(il)=-2+T*i/300; b(i)=F(a(i));

10| end

u{plot (a,b)

(¢} L'exécution des lignes 9 & 11 permet de tracer la fonction F sur 'intervalle [—2:3].

4, Soit A2 1. Ona: B .
4In(x)
j: chiz)dr = j: g dr

En faisant une intégration par parties, comme

la question 1, en posant :

on ohtlent :

Par croissances

Ainsi, l'intégr
La variable X

L'intégrale 1 t pas d'espérance, et donc X n'a pas de
variance.

6. Pour 4

_1-F(4) _miFtEar _ 1+2In(24)

— F(A) 115 + ‘zl:(A) 4+ 8In(A)

P[x::A]':

Enfin, on a :
1 @)
2n(A) [+ g
. 14 2In(2)+2In(4) (‘;.'-‘l.u{fl} (A ) 1
him Py 2 i - 1
Jim Poog@0=24) = hm == P

1
8In(A) (m + 1)
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