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DU MONDE CONTEMPORAIN
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L’Union européenne face aux effets déstabilisate!
de la mondialisation
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Document 1: 31 mars 2010, annonce de la fermeture
matique du groupe Continental a Clairoix (Oise),

z

ela F9 lon des indus-
chos, 6 mars 2012,

Document 2: Exirait d’une interview du Préside,
tries mécaniques (FIM) en mars 2012. (Sour
p. 15)

Document 3: La géographie du chémag
(Source: Images economiques du mon

etropolitaine en 2016.

Document 4: La pauvrete en Euro
Carto, n? 21, 2014, p. 31)

2012). (Sources: Revue

Document 5: Le confinement des migr en Europe et dans les pays
méditérranéens en 2011. (Source: Revue Carto n° 14,2012, p.19)
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Document 6: L’évolution des rapports de forces internationaux. (Source:
L’histoire de I’'Occident, Le monde — La Vie, 2014, p. 161)

Document 7: 20 janvier 2016, annonce du rachat de 67 % du capital de
la société du port du Pirée (Gréce) par le groupe chinois COSCO, pour un
montant de 368,5 millions d’euros.

Document 8: Vote «pro-Brexit» en faveur de la sortie de I’'UE du
Royaume-Uni (23/06/2017). (Source : Images économiques du monde 2017)
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DOCUMENTS

Document 1. 31 mars 2010: Annonce de la fermeture de I'usine
de pneumatiques du groupe Continental a Clairoix (Oise),
1120 salariés licenciés.

de réglementations, mais de donner envi
France. »

Taux de chimeurs
par zones demplois,

en % de la population active
79

125

10,5

95

B
—{7

:
!
;
I
|

Sourte : dapirs INSEE, 2018,

98 1 ANNALES CCIR 2017-2018

ps://vertuprepas.com/

978-2-7590-3637-0_Annales-HEC-2017_BAT.indd 98 13/10/2017 11:34


https://vertuprepas.com/

Document 4. La pauvreté en Europe (situation en 2012).

[ Pauvreti en Europe en 2012 o8
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Document 6. L’évolution des rapports de force internationaux.
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Document 8. Vote «pro-Brexit » en faveur de la sortie de 'UE
du Royaume-Uni (23/06/2017).
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GORRIGE

Par Alain Nonjon, professeur de chaire supérieure.

De prime abord...
Un sujet fédérateur: le théeme de 'UE n’a pas eu les faveurs des jury
depuis longtemps, I'approche spécifique «les effets déstabilisateurs de
mondialisation » est indiscutablement stimulante, I’absence de chronolo
est le gage de la fin des paraphrases monocordes et monocolores dans le
devoirs, I'actualité du sujet est évidente pour le pire (une accroche d
copie sur 3 était batie sur I'épisode de Whir(l)pool) et une certaine |
face a I'allusion fréquente, a I’entre-deux tours des présidentielles.

CORRIGE

Un sujet sélectif:
— qui exigeait une réflexion sur I'UE, processus né de et se
mondialisation;

— qui ne pouvait que déboucher sur une réflexion sur |
la décennie ou I'Europe passe-du crédo mondialiste g
défiance, voire au rejet (fin des années.90, ou crise de

perdent.

Un sujet délicat a traiter: face a ement européen, face
a I'europessimisme ambiant en pé , de souverainismes de
replis nationaux, face au proble qui a fait irruption dans
I’espace Schengen.
Face aux déebats ouverts encore'sur | industrialisation européenne,

tique... bref «|’Europe et
IIfallait une dose d’enga anel, de prise de position non frileuse,
car de fait le jury atte
des banalités, il attend
a montrer en déballant de
Et face a I'importance des con

ration et pas que le candidat se borne
Imations journalistiques.
Issances a mobiliser.

Problématique possible: la mondialisation fragilise sensiblement les
positions acquises, les avantages comparatifs et le modéle méme de la
construction européenne, ajoutant a la crise économique une série de
crises et de remises en questions cruciales pour I'avenir de I'Europe. Mais la
mondialisation au cceur méme du projet européen met également en valeur
les atouts considérables de I’Union sur la scéne internationale, a charge pour
les responsables politiques de les reconnaitre et les mettre en ceuvre. L’'UE
est-elle apte a dépasser les effets déstabilisateurs de la mondialisation voire
a se mobiliser pour se réinventer face a cette dynamique ?
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I/ L’UE, projet apparemment structuré par et pour la mondialisation
est au milieu des années 80 confrontée a la pression
de la mondialisation

A. Un projet européen délibérément tourné vers la mondialisation

Jeremy Rifkin: «Le réve européen est la premiére tentative pour créer une
conscience universelle dans un monde de plus en plus petit ».

— L’Europe a été associée pleinement aux battements de la mondialisa-
tion depuis les grandes découvertes, les volontés impériales nées sur ses
terres. L’Europe a toujours connu le prix élevé a payer aux nationalismes,
aux modeles autarciques. En ce sens, méme spectatrice des ruptures
depuis 1991, elle a une carte a jouer dans la 4° mondialisation portée par
I’émergence de nouveaux acteurs, la confirmation de I’économie de marché
et du couple libre-échange croissance.

— Le refus des Etats-Unis d’Europe, et d’une américanisation par certai
n’interdit pas une identification de 'UE aux idéaux de la mondialis
au travers de l'installation d’un grand marché libéral, d’une dyna
d’élargissements qui convertit certaines ééonomies socialistes a I'éc
de marché, d’une concentration des firmes pour les rendre plu
tionnelles, d’une recherche de compétitivité (programme de Li
I’Europe premiere puissance mondiale par sa compétence) des

protégés: la directive travailleurs détachés fixe le cap
d’une flexibilité.de la main-d’ceuvre a I’echelle des 28 pays m
— De fait, héritiere d’un xix® ou I'Europe a fixé le cap

méme considéree comme une «petite mondialis
et Frédéric Mérand (Mondialisation et Europé
I’économie europeenne depuis 1980): «La mondi
force mystérieuse échappant au contrdle des

egles communes et des

mécanismes d'application qui ont dans
entre pays européens... ».

B. Un projet européen bousculé m ialisation
jugée déstabilisante

Pourtant depuis les années 90 on invento ouvent les effets déstabilisa-
teurs de la mondialisation.

- Les délocalisations sont vécues comme un événement industriel sans
penser aux transferts vers des ex PECO, aux marchés nouveaux ouverts
par le passage a I’économie de marché d’économies socialistes.

— La désindustrialisation est congue comme le lourd tribut payé a la mondia-
lisation: 1,4 millions d’emplois auraient été perdus en France dans 'industrie
en 25 ans et au niveau européen l'industrie et la construction, la part des
actifs seraient passées de 29 % a 23 %, souvent sans prendre en compte
les transferts vers le tertiaire et les gains de productivité... La mondialisation
est seule (et a tort) convoquée pour expliquer ce déclin. Et le chdmage de
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masse lié pour Jacques Sapir (La fin de I'eurolibéralisme) «la pression du
libre-échange colte a la France directement environ 2 % de la population
active en emplois industriels perdus ou non créés. Ceci correspond proba-
blement a une perte globale (avec I'effet multiplicateur habituel de I'emploi
industriel sur I'emploi global) de 3 a 3,5 % de la population active »...

— La pauvreté endémique est ressentie comme une mondialisation qui trie, et
déclasse ceux qui sont les moins formés, ceux qui ne sont pas des «analys
resolvers », ceux qui n’appartiennent pas a des élites financiéres sans pen
aux insuffisances de I'Europe sociale malgré la charte de Strasbourg.
— Des déclassements industriels sont identifiés a des pertes de ¢
titivité face a de nouveaux concurrents que les accusations de d
social ou monétaire (cf. cas chinois) ne suffisent pas a freiner. L’
est parfois sommaire mais il est de bon ton de dénoncer la sini
secteur automobile par I’environnement mondialisé sans pen
d’investisseurs étrangers comme Dong feng chez Peugeo
Jaguar.

— Les IDE sont accueillis parfois avec le sentiment d’intru
(cf. Chine dans la machine autil, ou le photovoltaiqu

CORRIGE

Etats ol la‘croissance se concentre sur quelq :
d’agglomeération. Ou les analyses de Pierre ¥ i‘autres Paul Krugman,

et des pesanteurs de la gouvernance monétal ropéenne, il faut bien le
reconnaitre. En 2016, la dette des 2 s se porte a 83,5% du
PIB. Celle de la zone euro équivaut 9,2 % du PIB, atteignant
179 % du PIB, |a dette de la Gre plus elevée d’Europe.

C. La mondialisation vécue
mais comme une contrai

e opportunité

atiser la mondialisation.

une érosion systématique de son
urope a rétréci. Elle n’est plus qu’un
quatre siecles I’Occident n’était qu’un

Le contexte ne peut que c
— Un contexte ou I'Eur
importance globale. Ed
fragment de I’Occiden
fragment d’Europe ».
Le rétrécissement est d’abo mographique: I’'Europe pesait 22 % de
la population au xix® siécle, au plus fort de son expansion coloniale. C’est
exactement ce que pese la Chine actuellement, alors que les Européens ne
correspondent plus qu’a 7 % de la population mondiale. Cet affaiblissement
participe du rétrécissement général de I’Occident dans la mondialisation:
en 2030, deux habitants de la planete sur trois seront Asiatiques.

— Un contexte de «panne technologique » qui voit I’'Europe un peu décalée
par rapport aux NTIC (Siemens un des rares constructeurs européens de
hard) dans les réseaux (monopole rapidement installé de AGFA) dans des
projets.
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— Un contexte ou I’Europe semble victime de I’'onde de choc de la crise
des «subprimes» qu’elle subit au niveau des produits toxiques, de
I'instrumentalisation des dettes souveraines (cf. en Gréece role de Goldman
Sachs - banque la plus puissante du monde, a spéculé sur le dos de la
Grece tout en se faisant rémunérer par Athenes pour I'aider a gérer la
crise...).

— Un contexte ol I’Europe ne parle pas d’une méme voix: tres t6t cavalier
seul britannique depuis 1974 (Pac ciblée), ou apres 1979 le «/ want my money
back» de Thatcher, Allemagne de plus en plus tentée par I’extension de son
hinterland au monde et a un contrdle de I'Europe a la veille de la faillite de
Lehman brothers, ou aprés les incartades de certains pays comme I’Autriche
ou certains pays de I'Est qui ont du mal a déléguer leur souveraineté surtout
pour les fondamentaux des valeurs européennes. La Pologne par exemple
encore aujourd’hui, ou République Tcheque eurosceptique avant I’heure, o
simplement pays méditerranéens brutalisés par la crise et donc contrai
a porter un regard critique sur une Europe passive a leur égard.

— Un contexte ou le probleme de I'intangibilité des frontieres du vieux
nent émerge étrange préface a une mondialisation assumée apres K

sance d’accueil.

De plus en plus d’opposants sortent de I'anonymat de comb
ou confidentiels pour porter un message anti européen et al @

(pour certains I'un.ne se concoit pas sans I"autre) comme ndig
sur la puerta del‘sol.

peu d’internationalisme éloigne de la patrie; bea
y raméne» l'armée nouvelie 1910, et plus gé us ceux qui
derriere I’Europe des nations cachent une vol e repli frileux et font du
protectionnisme la réponse aux excés de la fmon ion.

1I/ L’UE est tout a la fois confrontée des 90
a la concomitance d’une «polycri ne radicalisation
des contestations de la mondia i

A. Les fragilités structurelles de

— Des choix de mondialisation a des ry ifférents : engagement de la
Grande Bretagne qui ne va pas au rythme du social colbertisme gaulois.

- La désaffection vis-a-vis du projet européen or la mondialisation exige un
sursaut et une mobilisation collectifs.

— Les divisions intestines sur les solidarités nécessaires face a la mondia-
lisation rendent celles-ci plus inacceptables: migrations incontrblées,
problemes des dettes souveraines (derriere la crise grecque les responsa-
bilités de Goldman Sachs).

- La fragilité de certaines politiques structurelles et surtout industrielles
qui interdisent des réactions collectives, majorent les problémes: pas
d’industries d’armements, pas de logique de coopération malgré des para-
vents (sidérurgie, automobiles).
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— Le vieillissement de I’Europe obscurcit son horizon: En 2015, le nombre
des décés sera supérieur au nombre de naissances dans I’Union ce qui
s’accompagne de perspectives inquiétantes en termes d’innovation, de
tensions sur le marché du travail ou de financement des retraites.

ESCP
Europe

B. L’UE mal préparée pour résister aux effets déstabilisateurs

— Elle n’a aucune voix, en tant qu’Union, dans les grandes institutions inte;
nationales, économiques ou politiques, a I'exception de I'OMC. Or les Et
membres qui participent a ces instances, qu’il s’agisse de 'ONU, du F
ou du G20, ne pésent que leur petit poids relatif par rapport aux Etat is
ou a la Chine. Au G20, I’'Union n’envoie pas moins de 8 représentan
cette surreprésentation quantitative se paie d’une sous-influence p
notoire.

m
o
19
18
0

O

— Le «soft power» autre parade contre une sation prédatrice est
d’autant plus en veilleuse que le «vouloir vivre ense ciment de I'Europe
se délite. Le repli derriére ieurs frontiéres

entre role d’acteur ou de subdélégué
- L’UE est méme considérée com ificateur des déséquilibres
nes de la mondialisation: chémag 20 millions de personnes
sans emploi, le taux de chbmage 'Union européenne atteint 7,8 % en
mai 2017, et 8,7 % dans la zone trialisation, régions sinistrées
trouvent leur bouc émissaire: Ia dialisation libérale acceptée par I'UE sans

z

es choix sont tenus responsables
de la degradation écono iale des classes moyennes.

— L’UE est victime d’u i e projet enfin, dans la mesure ou aucun
accord n’existe plus en S ur le réle et la finalité de I’'Union dans la
mondialisation. Marcel G ondition politique, L’Europe cette mixture
de bureaucratie et de bons s ents «Doit-elle se concevoir comme une
protection collective contre les déreglements de la mondialisation ? S’agit-il
a l'inverse d’un tremplin et d’un échelon nécessaires pour réussir au sein de
I’économie mondiale ? L’Union doit-elle subir les régles du jeu mondialisé, au
mieux en s’en protégeant, au pire en les contournant ? Doit-elle au contraire
avoir pour objectif de participer, aux cotés d’autres puissances, a I'écriture
des nouvelles regles de la mondialisation a venir? Le projet politique de la
construction européenne semblait clair a I'origine des Traités de Rome: la
réconciliation franco-allemande et le retour de la prospérité en Europe de
I’Ouest. Il était également lisible lors de la chute du communisme: la récon-
ciliation entre les deux parties de I’Europe et I'aide a la démocratisation des

y
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nouveaux pays ex-communistes. Mais le projet du xx® siécle manque encore
d’un grand récit mobilisateur», fondation Schuman.

C. Des mobilisations ol populismes et europhobies se conjuguent

— Face a ces carences, il est aisé pour les opposants d’accuser la
Mondialisation d’étre un libéralisme exacerbé, une américanisation subie,
et la dure loi d’un darwinisme industriel.

— Les régions perdantes témoins des agressions de la mondialisation se
mobilisent contre (Lorraine contre Mittal, Combats des métallos de Hayange
Hagondange).

— La Mondialisation est vite cataloguée de destructrice car I'Europe parait
plus offerte qu’ouverte (Tafta, Ceta). Les nationalismes se crispent au service
d’une Europe citadelle. Des peurs sont instrumentalisées par des partis
(Front National, Ukip Bepe Grillo et le mouvement des 5 Etoiles).

— Des réquisitoires sont formatés : mondialisation — financiarisation c’est
toute puissance des marchés financiers: ou est I'Europe Beveridgien
C’est I’'américanisation a outrance: ou est I'Europe qui se fait par elle-
entre deux blocs? C’est la régression sogiale : ou est I'Europe du «bi

sociaux, des avancées sociales de la seconde chance ?.C’est I'ac
ou est I'Europe qui donnait par.sa technique, ses idéaux, sa civi

(J. Quatremer rappelle la formule maladroite du belge
accomplie fut celle d’'une minorité sachant ce qu’

11l/ L’europessimisme face a la mondialisati
de 'impuissance collective mais fait fi

L’UE n’est pas désarmee.

— Le FEM, Fonds européen d’ajustem
doté d’un budget est un amortisseur
«pour les plus vulnérables»: C’est
(150 millions d’euros pour la péri 20) il tente de faire face
aux restructurations dans des entrepris plus de 500 salariés a I’aval
d’une mondialisation agressive (Aide a la recherche d’emploi, formation,
reconversion)...

— L’UE peut opérer des reequilibrages régionaux par le Feder depuis 1975
qui méme accusé de compléter les programmes nationaux de ne pas assez
promouvoir d’initiatives intraeuropéennes est un élément modérateur des
exces de la mondialisation. Complété par le fonds de cohésion articulé sur
les fonds structurels, tous ces mécanismes de rééquilibrage ne laissent pas
les régions sinistrées sans moyens. (cf. dans les RETI régions a tradition
industrielles du Nord, Pas de Calais au Limbourg luxembourgeois).

— L’UE est un réducteur d’incertitudes dans les grandes négociations
commerciales au cceur de la mondialisation ; L’Europe a une masse critique

n budget certes restreint
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qui peut en imposer. Méme pour le traité avec le Canada, la Ceta, des
garde fous sont installés et a 'OMC, I'UE se fait forte d’obtenir quelques
concessions réparatrices (comme dans la renégociation de Blair house au
moment du Reagan round agricole). De toute fagon la riposte est plus simple
et plus efficace a 28 que séparément. L’Europe est représentée soit a titre
d’observatrice soit d’actrice directe des grandes institutions de la mondia-
lisation et peut fixer des cadres a ’OMC comme aux conférences sur
climat (a la COP 21 la ratification a été globale pour I’Europe avant que
pays ne ratifient séparément I'accord final).

— L’Europe peut peindre la mondialisation a ses couleurs pour P. La
construction européenne est un dépassement du vieux systeme inter
vers un systéme de gouvernement démocratique alter-national avan
a le sens du compromis final au terme de marathons dantesque

CORRIGE

de négociations laborieuses et en ce sens elle est un labora
mondialisation et de prise de décision collective.
— L’UE ne reste pas sans réaction face aux FMN améric

I’optimisation fiscale dans le prolongement d’ame
ou IBM montrent que I'UE n’est pas passive; loig

plus affirmées.

B. L’UE a de toute facon peu de moyens d’é
a la mondialisation quels que soient les effets
et les moyens de s’y préparer

—/L’UE puissance commercgante avanttout, do
négativement.

+ Le protectionnisme européen s
pion mondial a I'exportation, mé
communautaire et que I’'Europ
de partenaires pourrait étre
tirer les lecons des embarg
aujourd’hui les effets des
francais). L'interdépenda
I’aéronautique Airbus
le méme General Elec

pactée positivement et

oductif pour 'UE cham-
rtains plébiscitent une préférence
sans étre offerte. La riposte
lution initiée, et ’'UE devrait
ctions dans le passé (cf. encore
e la Russie sur I'agroalimentaire
de: méme dans des secteurs comme
rique marchent main dans la main,
la rescousse de Alstom. Cas d’école
le secteur de I'automobi oit beaucoup a des acteurs étrangers.
Nationalisé en 1966 — avant | e du Royaume-Uni dans la Communauté
économique européenne en 1973 — puis privatisé en 1984 par Margaret
Thatcher, Jaguar est repris par Ford en 1990 a I'occasion d’un vaste mouve-
ment de concentration dans I'industrie mondiale automobile. La marque,
qui ne faisait pas partie des priorités de I’américain, a perdu son cbté so
british et a décliné. Aussi, lorsque Ford acculé par la crise des subprimes
s’est séparée de ses activités les moins stratégiques Jaguar — et Land Rover
ont été cédés — au conglomérat indien Tata. Résultat immédiat: un «revival
industriel ». Le groupe Jaguar Land Rover, a quadruplé son CA en 6 ans, et
est devenu le premier constructeur automobile dans une Grande-Bretagne
intégrée a I'UE. Toutefois, le marché britannique ne représente plus que 20 %
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des ventes des deux marques, soit moins que pour le reste de I'Europe et la
Chine a plus de 20 % chacun. Jaguar a connu une croissance vertigineuse
avec, par exemple, une progression de 80 % des ventes mensuelles en
février 2017 par rapport a 2016. Deux enseignements: ni I'UE ni la mondia-
lisation ne sont des obstacles industriels!

— L’UE ne peut raisonnablement emboiter le pas du make america greater
de Donald Trump et au contraire doit saisir I'opportunité d’étre aux
avant-postes du libre échange désormais. La fébrilité des accords commer-
ciaux asiatiques montre que le balancier penche du cété d’un libéralisme
organisé des échanges plus qu’une quelconque idéologie du repli.

- Si 'UE a quelque chose a reprocher a la mondialisation c’est peut
&tre avant tout de ses responsabilités ou des Etats ou des entreprises
elles-mémes: chez STX, I'accord de «compétitivité» conclu en 2014, par
lequel les salariés avaient renoncé a des RTT, signé par les syndicat
réformateurs, a peut-étre permis de booster les commandes. Depuis, d
commandes colossales sur neuf ans ont été signées avec la livraiso
14 paquebots prévues d’ici a 2026 et donner les moyens de résist la
pression de Fincantieri (acquéreur potentiel de 50 % des actions).

C. L’UE rempart paradoxal face ala mondialisation?

— La force du nombre est un atout: un marché de 508 millions ¢
mateurs globalement homogeéngéises par.des normes et des got
- La force d’un marché qualitativement évolué au regard d’
tant élevé (34000 dollars par hab.) est intacte.
- La force d’une créativité qui donne de la plus value mai S gages
de qualité et donc de moindre porosité face a la pénétra oduits

étrangers.
- La force des politiques structurelles pour Pasca lorsqu’il était
Commissaire européen au commerce: «ces politigues ¢ nes — poli-

tigue commerciale, politique agricole, politique d
structurelle - sont donc I'un des fondements
Face a des réalites qui s’expriment en term aux, elles sont autant
d’instruments disponibles pour permettre a EUr épondre aux défis
de la mondialisation »... Et, il ajoutait: «po elam alisation se fasse
développement régional)
peuvent étre pergues comme des outilg e protéger contre les
effets négatifs de la mondialisation (p : i ). Rappelons que ces
politiques furent mises en place da 980 pour accompagner
a la fois les élargissements et atté
Unique (pour ces mémes pays).
— La modernité des principes d’action de européenne, principal atout
d’abord sur le plan économique et financier: une adhésion plus mesurée
a I'idée d’une toute puissance des marchés, la nécessité d’une certaine
régulation politique des échanges mondiaux et d’un controle minimal des
opérateurs financiers assortie d’un réle de I'Etat en faveur d’une dose de
protection et de cohésion sociales, tels sont les éléments d’un modele
européen de développement économique et social, devenu avec la crise
plus pertinent que le modéle ultralibéral des Anglo-saxons.

— La modernité sur le plan stratégique: la vision européenne de la sécurité
internationale, proclamée dés 2003 dans la stratégie européenne de sécurité
ne cesse, partout dans le monde, d’étre validée par les faits: que la démo-
cratie ne s’impose pas par la force, que la puissance militaire n’est ni le
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seul ni le premier instrument de gestion de crises, que le dialogue avec tous
et la négociation multilatérale sont indispensables pour la prévention des
conflits, que la pauvreté du monde est aussi déstabilisante que la violence du
terrorisme, ce catalogue de bon sens figure en effet au cceur de I'approche
stratégique de I’'Union et il est chaque jour rappelé par certains comme
Emmanuel Macron qui veut retrouver «I’odeur, la couleur, la lecture, tout ce
qui fait le sel de I’Europe » et pour ce qui dénonce «le FMI et ses homm
en noir» sur I’échafaud de la Grece.
— Et qui peut oublier La génération Erasmus porteuse des espoirs europée
face a un american dream un peu palot sinon en berne aprés ses années
de lustre (concept né en 1931 et son apogée dans les années 60 e
«réve européen » serait mieux armé pour nous conduire dans le nou
global parce qu’ils se fonde sur les relations entre communauté
I’autonomie individuelle, sur la diversité culturelle plutét que I’
la qualité de vie plutét que I'accumulation de la richesse, le dé
soutenable plutdt que la croissance matérielle illimitée, les droi
universels et les droits de la nature plutét que le droit de pri
ration globale plutot que I’exercice unilatéral du pouvoir

CORRIGE

n’est pas la fin de I'histoire’'mais lafin d’une histoire et le autre
écrite a travers de normes nouvelles queW’Europe s
— Encore faut-il que/l’Europe soit capable de rebo nder, de

faire un nouveau pari une décennie apres ce cr peen de Nicole
Gnesotto, Notre Europe.

«Les Européeens sont pétris de la culture du p pouvoir, ils ont su
ent les fonds struc-

turels une forme particulierement généreuse de s@ ité entre pays riches

incarnation d’un partage des pouvoirs et idarités est exemplaire pour
I’établissement d’une structure nouvell nce au niveau mondial.
Inspirer la structure du monde de d e systéme international
de la mondialisation sur le partage ique et la solidarité entre
riches et pauvres, y a-t-il puissan politique que celle-la?

Conclusion

Sans nier les effets désta
I’Europe, il faut voir en
I’Amérique de Donald T,
qui menace I'Europe

la mondialisation fait peser sur
ite a «un wake up» surtout quand
, a un sursaut car «le plus grand péril
de» disait déja en 1935 Husserl. Les
Européens ne doivent pa er ’'Europe comme trop ouverte, ni mal
armée face a la mondialisation'mais ils doivent simplement cesser de cher-
cher des boucs émissaires et poursuivre dans la voie d’'une mondialisation
maitrisée. « A la peur de I'avenir ne répondent que les formules creuses des
démagogues. Ce qui s’entend, ce n’est pas le refrain du déclin, ni celui de la
décadence finale. C’est I'appel du vide». P. André Taguieff... est-il encore
temps ? C’est ce que pense le président de la commission européenne
Juncker qui exhorte les Européens a un sursaut fédéraliste (plus de majorité
qualifiée pour décider) pour mieux protéger I'Europe de la concurrence,
pour contréler les IDE.
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HISTOIRE, GEOGRAPHIE ET GEOPOLITIQUE
DU MONDE CONTEMPORAIN

DuUREE: 4 HEURES.

Les candidats ne doivent faire usage d’aucun document en dehors
de ceux fournis au verso,; l'utilisation de toute calculatrice et de
tout matériel électronique est interdite. Si au cours de I’épreuve,
un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la
signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant
les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

SUJET

Le développement de I’Afrique a I’épreuve de la guerre
(des années 1960 a nos-jours)

DOCUMENTS t

Remarque importante: les documents et la carte sont d iderala
réflexion dans |le cadre de la dissertation. lls n’ont pas a fai jet d’'un

commentaire spécifique.

Document 1. Chronologie sommaire

1960-1965: sécession et guerre civile au Cghgo go belge »).
€

z

Intervention militaire de 'ONU.
1962 accords d’Evian et indépendance de
1967 : guerre du Biafra (guerre civile du Nigéri
1975-1976: pariition du « Sahara espagng

— Guerre des Six jours.
ontements entre le Marco

et 'Algérie.

1975-2002: succedant a la guerre p pendance, guerre civile en
Angola et ses prolongements intern .

1989-2003: guerre civile au Libéri ion a la Sierra Leone.

1991 : début de la guerre civile algé
1994-2003: génocide rwandais de 199
la région des Grands Lacs et du Zaire.
2002: création de I’'Union Africaine.
2003: début de la guerre civile du Darfour.

2012: conflit armé au Nord du Mali entrainant une intervention militaire
francgaise et internationale.

2013: nouvelle guerre civile en République centrafricaine.

ension du conflit dans toute

z
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Document 2. Dessin de presse (Les Echos, 9.11.2012).

ESSEC

L
D)
@/
=
1
@)
ol
O
L
Q)
—
L
LL
T (Hérodote n° 120, 1= tr. 200
ol
<
o
@)
@)
L1
Q)
i
o
O
=
)
I

Document 3. La longue guerre froide du Maghre
(Le Monde du 21.04.20138).

Le conflit autour du Sahara occidental, une e colonie espagnole
annexee par le Maroc en 1975, paralyse le déve ent d’une union
politigue et économique dans la région. ne étude du ministere maro-
cain de I’économie publiée en 2008 avait é le commerce entre Etats
d’Afrique du Nord a 1,3 % de leurs é jeurs, le taux régional le
plus bas du monde. Une autre étude ette fois, avait calculé, la
méeme annee, que I’Algérie importai produits agroalimentaires
du Maroc, alors que 40 % prove France et d’Espagne... Depuis,
bien peu de choses a changé.

z

Document 4. Yves Lacoste ypostcolonie

d’ensemble du monde m avec les multiples conséquences de la
colonisation, celles de la guerre'd’indépendance, celles de vingt-cing ans
de socialisme et de dix ans de guerre civile.»

y
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Document 5. «Un continent dévasté par les conflits ».

1 e TS T

MEN MEDITERRANEE

Source: Questions i

ignales, n° 5, janvier-février 2004.

Document nel, L’Afrique, Bré

«La multip
dans un
Etats on

rt de larges balafres
et 'affaiblissement des
rs de guerre»... 35 pays
e rwandais en 1994 (...):
I'effondrement des Etats a pour cons mbraser le continent. Parce
que la guerre est désormais plus rentable a paix pour certains groupes
politiques, comme pour les enfants soldats qui recrutent — qui puisent dans
leurs épopées meurtrieres une reconnaissance, un revenu, une famille —
I’Afrique présente dans la décennie 1991-2001 a peu prés toute la panoplie
des conflits.

Document 7.,L’Afrique et la croissance en 2016
(source: Les Echos 27.09.2016).

Cette année, «seulement» dix des vingt économies les plus dynamiques de
la planete sont africaines. Sur la période 2005-2015, ¢’étaient méme douze
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des pays a plus fort taux de croissance, avec 8 % en moyenne, qui étaient
situés sur ce continent ayant longtemps désespéré les économistes. (...)
Certes, les participants de cette séquence africaine [les Rencontres écono-
miques africaines] a Paris se sont appliqués a rappeler que ces croissances
échevelées peuvent s’expliquer par un effet de rattrapage (...).

&
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CORRIGE

Par Alain Nonjon, professeur de chaire supérieure.

L’Afrique est le continent de la conflictualité: depuis 1991, I’Afrique
a concentré 40 % des conflits mondiaux contre 30 % de la fin des
années 1960 a 1989. Le nombre de victimes dépasse celui de toutes les
autres guerres réunies. En témoignent les bilans des guerres (RDC plus de
4 millions de morts en 40 ans de conflits, Rwanda en juillet 1994 plus de
800000 morts) et surtout leurs cortéges de réfugiés (I'Afrique est le continent
qui compte le plus de réfugiés et le camp de Dadaab, qui porte la marque
de cette histoire troublée avec ses 500000 réfugiés surtout des Somaliens).
L’Afrique méme engagée sur la voie d’une renaissance aprés I'impasse du
sous-développement depuis les années 90 en est encore a se poser la que
tion de son essor: est-elle encore mal partie (1960 : PIB par téte de I'Afri
subsaharienne était égal a 5% de celui des Etats-Unis... il était de 39
2015) ou si elle est repartie, est-elle bien partie? Les hésitations vi
de la masse des PMA figés dans leur retard;.de I'isolement et de la
rabilité de quelques success stories souvent liées a.des matieres p

I/ Dés les indépendances, le développement de I’Afrique
est borné par des guerres spoliatrices

A. Les guerres d’indépendance, véhicules de gles
de développement plagués

Certes ces guerres expriment des rejets d’un ise coloniale mais elles
vont peser sur la nature du developpement.
— Economie de traite et mono-exportation rg
tigues des'matieres premieres minérales
dont les génocides sont concomitants
— Un clientélisme qui va étre un pri
tion pas éradiquée (Sassou Ngues
I’'avenement de la fille de E. Santos
— Une Kleptocratie installée souvent e dirigeants choisis comme
gage de stabilité plus que de probité: les p rabes avant les printemps en
ont été les meilleurs exemples comme les plus anciens dirigeants africains
(Sur le continent; sept chefs d’Etat sont au pouvoir depuis plus de 30 ans
dont le président Teodoro Obiang Nguema de la Guinée Equatoriale ou
Edouardo Santos en poste depuis 1979 et a 92 ans Robert Mugabe est au
Zimbawe au pouvoir depuis I'indépendance en 1980. (Frontieres de papier
plaquées car confirmées.)

— Un bilatéralisme qui a du mal a étre remplacé par un multilatéralisme fécond:
cas d’école la Frangafrique ou la dépendance dans I'interdépendance de
pays comme la Céte d’lvoire.

nt vulnérable aux cours erra-
) QOuganda ou Rwanda
café et de I'étain).
puvernement, une corrup-
e népotisme qui prépare
ou la femme de Mugabe.
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— L’exode des cerveaux: formation dans les métropoles avec peu de retour
ou si retour des schémas pas adaptés aux besoins locaux: drainage des
médecins nigérians en Grande Bretagne.

Le post colonialisme est au total plus vecteur de recettes artificiellement
plaquées que d’un véritable développement.

B. La guerre froide et ses prolongements:
un développement pris en otage

— La Rente miniére a expliqué le jeu des grandes puissances sur le contine
africain.

- Les affrontements entre maquis s’inscrivent souvent dans le ¢
conflits secondaires dits de substitution ou des acteurs locaux a
pour le compte des Etats-Unis ou de 'URSS. Entre 1960 et 198
espérait le basculement de I’ex-Congo belge dans le camp sg
«congolisation» de toute I’Afrique centrale par la multiplicati
de guérillas. A partir de 1975, Moscou et Washington s
en Angola sur la ligne de front des Etats hostiles a la
I’'URSS sous-traitant I'intervention en Angola a ses
(50000 hommes) alors qué les Etats-Unis soutenaie

CORRIGE

mouvements de libération nationale interposé
giques entre Moscou et Pekin comme au Mo
— Des.conflits internationalisés et longs se notl
de ses effets de traine comme en Angola ou en Ery e, Les seuls conflits
en'Angola de 1961 a 2002 ont fait un demi orts, 500000 exilés,
4 millions de déplacés pour une populati millions d’habitants dont
il de pauvreté, liens qui
¢é directe. L’Angola qui
en dollars et anime une
ais reste 149¢ au niveau de I'IDH.
éveloppement (cf. Egypte de
I’allié américain a la proximité

sont plus qu’une corrélation, des li
émerge en 2017, accueille des m
immigration en provenance du P
— Des jeux de chaise musicale p
I’allie russe a I’allieé américain
russe).

— Le loyer géopolitique d’hi
prebendes avec des évoldti
partenaire de choix, (c
48 chefs d’Etat africain
intéréts: accaparement
liers (plus de 75 % d’importa
naturelles).

vent sous forme de réseaux et de
opulsent la Chine désormais comme
ékin réunissant en Novembre 2006,
rique win win ol la Chine ménage ses
om des échanges avec des pays pétro-
chinoises d’Afrique sont des ressources

C. Les guerres larvées et latentes héritées:
un développement siphonné par le coat des guerres

— Le conflit du Sahara occidental est des plus représentatifs : une partie du
capital de légitimité du Maroc a été gaspillé; le pays a quitté I’'UA, jusqu’en
2017, 'UMA a été condamné a I'impasse au regard des conflits intestins sur
I’aide aux sahraouis entre Alger et Rabat apres une «guerre des sables ».

— Les conflits interethniques du Biafra (1967) traduisent les heurts et
malheurs de la captation de la rente pétroliere entre les Ibos chrétiens du
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Sud et les peuples musulman Nord et I'insécurité du delta du Niger n’y est
pas étrangeére derriére les coups de main du Mouvement pour I'émancipation
du delta. 30 ans de coups d’Etat et de dictatures militaires... jusqu’a la
démocratie retrouvée de 1999 que veut dire alors la 1" place en terme de
PIB du Nigéria en Afrique en 2014 quand pres des 2/3 de la population sont
en dessous du seuil de pauvreté? La premiére guerre mondiale africaine
des grands lacs et du Congo et le génocide du Rwanda sont des factures
tres lourdes acquittées au nom du passé et de la gestion des Iégitimités des
ethnies (Tutsis et Hutus). Les colons privilégient les Tutsis, décrits comme
des «Européens noirs » et jugés d’intelligence supérieure, au détriment des
Hutus qualifiés de «Négres bantous », réduits a leur condition d’agriculteurs.
Les Tutsis étaient prioritaires dans I’acces aux écoles missionnaires et dans
le recrutement pour les emplois administratifs. Inutile de dire que les Hutus
vivaient leur relégation comme une injustice. De la les enchainements d
génocide de 1994 qui met a genoux I’économie rwandaise (armée porté
40000 hommes, infrastructures plus opérationnelles, climat d’insécuri
— Des conflits potentiels émergent: guerre de I’eau sur le Nil malgré 'ag€erd
de 1959, pas de possibilité de pleinement utiliser le pactole du Nil adafoi
en termes d’irrigation et d’électricité hydraulique:Tensions depuis le bai
de la renaissance éthiopien inauguré en 2016.

— Des conflits interétatiques territoriaux sont rares mais il exig
prédateurs de la Libye et leréve de grande Libye au détrime
en passant par les guerres expansionnistes en Ogaden ou
Ethiopie, Erythrée, Somalie.

1/ Les guerres récentes des deux derniéres décennies plo
le développement

A. Des guerres dont le terreau est le mal dével eme ucturel
et qui 'aggravent

- Les conflits fonciers: I'acces a la terre dans ntext désertification
est la base méme des conflits ente tribus ar, des et populations
sédentaires africaines. Le conflit du Darfour gst en pa a I’exaspération
des tensions entre cultivateurs et éleve I’acces a la terre et aux
ressources naturelles.

— Les conflits interethniques. Guerre
processus électoraux; c’est le cas
mondial du paiement mobile) est r,
au terrorisme et des affrontements
président Uhuru Kenyatta et des partis
en ao(t 2017.

— Les conflits & I'aval d’un délitement des Etats: ainsi peut-on parler du Sud
Soudan, le 54¢ Etat africain d’Etat mort né avec la guerre civile qui oppose le
chef rebelle Riek Machar et le president Salva Kir, nuits écarlates de terreur
depuis 2013 entre Dinkas et Nuer, un Etat sinistré alors que le jeune Etat
était doté de 75 % de la production pétroliere du Soudan et de la bienveil-
lance des chinois. Les Etats sont souvent exsangues pour honorer leurs
pouvoirs régaliens. Ces Etats simples garde-barriéres ne sont pas aptes
a payer les soldats; la police, et souvent face a cette incurie s’organisent
des insurrections (Centrafrique, Kivu).

qui mettent en échec des
t le dynamisme (leader
cause par la vulnérabilité face
bres de I’ethnie kikuyu du
de I'opposant Raila Odinga,

SCIENTIFIQUE

ANNALES CCIR 2017-2018 1 117

https://vertuprepas.com/

978-2-7590-3637-0_Annales-HEC-2017_BAT.indd 117 13/10/2017 11:34


https://vertuprepas.com/

— La guerre récente contre le terrorisme mobilise des troupes, création de
fonds des solidarités fragiles (G5 africain face a Boko Haram et autre Agmi
ou Mujao), détournement des fonds (Muhari au Nigeria est contraint de
changer de priorité pour contenir la menace terroriste). Apres la Guerre civile
algérienne (1991-2002), les 4 élections de Bouteflika sont un gage d’inertie
plus que de développement.

— Les conflits sur les matieres premiéres demeurent: la richesse du sous s
est un facteur de conflictualité élevée et la malédiction du pétrole n’est
qu’une vision pessimiste de I’Afrique: Sao Tomé, comme le Sud Soud
confirment le mot de Jean Giraudoux dans la folle de Chaillot. «Ce gu’
fait avec du pétrole ? De la misére, de la guerre, de la laideur. Un
misérable. »

— Les Guerres climatiques s’amplifient avec leur cortege de
de migrants subsahariens qui a 'image des malinkés préfér
a I’extérieur de leur pays plutét que mourir chez eux.

on

CORRIGE

B. Des guerres aux modalités particuliéres qui hypoth
le développement

— La privatisation des guerres et le mercenariat se gé

du Congo); dans les années 1970 et 1980, au
au Béninyen Guinée, en Rhodésie (devenue
Le Royaume-Uni, la France, I’Afrique du S
grands pourvoyeurs de ces «soldats perdus». Du
par les luttes anticoloniales et la guerre

we) et en Angola.
él ont été parmi les
années dominées
ssan Il du Maroc,

Rhodésie (Zimbabwe), ou des dirigeants franc mme Jacques Foccart
- secretaire général aux affaires afri “lysée — et I'ancien premier
ministre Michel Debré, député de I’ La Réunion, leur avaient
apporté un soutien plus ou moi et... Un des plus emblématiques
de ces mercenaires fut M. Rob
Comores (1975) avec le souti s secrets frangais... La Libye
de Kadhafi a poursuivi leur et ils jouent encore un réle dans
les milices de I'apres dictat raids dans I'arc sahéliens. Préts
a s’enroler aupres du plu ntribuent a I'instabilité des territoires,
ils sont un déni de dé lacent le développement des pays
africains sous la dicta d. La bonne intention d’observer les
élections en Afrique — pol e leur sincérité — a fait naitre une espéce
d’observateurs, lesquels sont a apporter, contre especes sonnantes et
trébuchantes, leur onction a des scrutins calamiteux: ce sont les nouveaux
mercenaires.

— Les Enfants soldats. A la Conférence de Paris en février 2007, 105 Etats
membres de ’ONU s’engagent a «libérer de la guerre» les enfants asso-
ciés aux forces et groupes armés. 10 ans plus tard, sur les 20 pays ou
zones concernés figurent des pays africains: République centrafricaine,
République Démocratique du Congo, Libye, Mali, Somalie, Soudan du Sud,
Soudan. Selon le rapport 2016 de I’'Unicef, des filles et des garcons de
moins de 18 ans sont recrutés et exploités par des groupes armés dans
20 conflits répartis sur quatre régions du monde: Afrique, Asie, Moyen-Orient
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et Amérique latine. L’image du gargonnet africain a la kalachnikov est
loin d’étre I'unique réalité: la prolifération d’armes Iégéres qui s’adaptent
aux petites mains, I’endoctrinement de jeunes enfants intellectuellement
malléables, la discrétion des enfants espions, sont des incitations a les
recruter... (Soudan jusqu’en 2016).

— Les guerres véhiculent une acculturation sournoise, la culture du kalach-
nikov, la culture du 4X4 et des pick up des janjawids, la culture des supermen
en Somalie (cf. film /a chute du faucon noir) sont autant de schémas culturels
plaqués et régressifs.

— Le Commerce des armes se nourrit d’une mondialisation sans regle. Plus
de 100 millions d’armes circuleraient en Afrique. L’Algérie, 'Egypte et le
Maroc forment un trio de téte, qui a dépensé a lui seul plus de 11 milliards
de dollars entre 2012 et 2016, ce qui place I"armée algérienne entre ses
homologues chinoise et turque en termes de dépenses. Derriere, I'Afriqu
subsaharienne est un peu a la traine mais le Nigeria et, dans une moin
mesure, le Cameroun, s’illustrent, notamment sous I'effet du conflit en
contre Boko Haram. On ne peut que s’interroger sur le retour sur investis-
sement de tels choix.
— Des richesses naturelles sont détournées pour-acquérir des armes co

futures... sont tres vite devenues des liquidités pour protége
et contrer les maquis venus du Darfour.

Richesses humaines et mateérielles font donc cruelle
des stratégies de developpement.

éfaut a I’heure

C. Les stigmates des guerres constituent a
parfois irréversibles pour un développe

Swraiment envisagé chez
les habitants de ces camps comme D de 200000 habitants) en
Ethiopie ou M’bera en Mauritanie (p abitants). Ces camps se
caractérisent par leur longevité: au p de Dadaab, aujourd’hui
le plus grand complexe de camps dans le monde (avec pres
de 350000 habitants en 2016), existe de plus de vingt-cing ans. Ses
habitants, sont pour la plupart des Somaliens, dont une partie n’a jamais
connu d’autre toit que celui de leur tente estampée UNHCR.

— Les victimes des guerres: les femmes. Le viol des femmes et des filles est
congu comme arme de guerre pour terroriser les populations pour les inciter
a se déplacer, et ce en toute impunité. Quelques cas de violences sexuelles
ont méme été enregistrées dans les forces d’interposition de I’'ONU ou de
I’'UA, ce qui accroit incompréhensions et tensions. Enfants soldats les forces
vives du développement.

— Les guerres conduisent a des destructions de capital (infrastructures) et
de capital humain. Leur co(it est élevé et les taux de pauvreté sont estimés
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a 20 % supérieurs pour les pays touchés par la violence. Les comparaisons
internationales montrent que les guerres (7 ans en moyenne) font chuter les
revenus per capita de 15 % et amputent de 2 points le taux de croissance.
80 % des PMA ont connu un conflit au cours des 15 derniéres années.
Insécurité et pauvreté conduisent a des trappes a conflits accroissant les
risques de récurrence: 90 % des conflits se déroulent dans des pays ayant
déja connu des conflits. 200 millions d’Africains répartis dans 17 pays so
touchés par des conflits ou I'instabilité politique (Pierre Jacquemot, L ’Affri
des possibles. Les défis de 'émergence, 2016).

- Dépenses miliaires surdimensionnées: Egypte de Sissi au prix d’un
en sommeil des réformes (rafales et mistral) prés de 2% du PIB. Ni
des premiers importateurs d’Afrique subsaharienne.

— Les retards des infrastructures ne sont rien aux cotés des effets d
turation des sociétés africaines par la guerre. La manipulation
au service de causes politiques fait partie des colts des guer
plus nombreuses en Afrique. Les guerres en Afrique font dé
de ce que les géopoliticiens appellent les nouveaux co
portée limitée ne remettant pas en cause les équilibres i
conflits de basse intensité (low intensity conflicts) mais s
interminables; parfois meédiatisés a I'instar.du génocid
alors que cet épisode avait été précédé par la «Tg
1959 ou les Tutsis avaient été chassés par I'installe
a Kigali. Un «systeme de conflits» s’érige donc g
systeme économigue matrice du developpemg ’

CORRIGE

n pouvoir Hutu
ntagonique au

I/ L’Afrique est elle condamnée a la guerre
et donc au sous-développement?

Eviter la guerre est-ce nécessairem se de pper pour le continent

africain ?

A. L’extérieur, garant de la pai éveloppement sous surveillance

— On ne compte plus les interv
relents d’ingérences postcol
Les interventions francai
Cameroun de I'UPC (uni
d’Algérie achevee sur d
cipation a la lutte cont
la pénible affaire Clau

érales extérieures qui ont des
. dans la logique post guerre froide.
&gion, depuis la répression au
pulations camerounaises, a la guerre
s encore vivaces en 1964, la parti-
du Tibesti en 1968, et en 1972 avec
e de relais des américains a Kolwezi
pour sécuriser le Shaba I’intervention pour contrer le Polisario
en 1977, le soutien a des régimes typiques de la Francafrique comme
en 1983 aux cotes de Eyadéma ou en 1990 au Gabon, sans oublier les
interventions aux Comores (1989 et 1995) contre les tentatives putschistes
de Bob Denard aujourd’hui jugé, et 'opération Licorne en Céte d’lvoire et
un contingent de maintien de la paix avec I'opération Artémis en lturi en
république démocratique du Congo.

— L’ONU («ce meilleur espoir et ce meilleur investissement » pour Madeleine
Albright s’active aussi avec des effectifs (indiens notamment) considérables
du Rwanda, au Soudan, en Céte d’lvoire, comme hier au Congo (premiere
intervention de casques bleus en 1965) — missions Monuc en RDC jusqu’en
2010 la plus importante devenue la Monusco) ’'ONUCI en Céte d’lvoire
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depuis 2004, la Minurcat en RCA et au Tchad la Minuad au Darfour dissoute
en juillet 2011, la MINUL depuis 2003 au Libéria, la Manurss au Soudan du
sud depuis 2011. Parfois réduite au réle de spectateur comme au Rwanda
ou en Somalie elle n’échappe pas aux critiques méme si les 16 programmes
DDR sur 22 dans le monde (désarmement, démobilisation), réinsertion sous
patronage onusien se multiplient. Pour TONU le message est clair: «il n’y
a pas de paix sans développement et pas de développement sans démo-
cratie ». De la la multiplication des commissions de sanctions (6) en Afrique
Subsaharienne pour restaurer paix et sécurité.

— La piraterie devient un theme majeur de mobilisation avec le soutien de
I’OTAN.

— Les ONG tentent tant bien que mal de se mobiliser sans étre récupérées
comme Médecins sans frontiéres née de la guerre du Biafra (1967-1970)
certaines bavures (Arche de Zoé) facilitent leurs critiques: instrumentali-,
sation, et réle dans la victimisation des populations africaines les ON
sont de plus en plus victimes de la brutalité croissante des conflits (mogts,
kidnappings (3/100000 /an en RDC)).
— Le CPI essaie de mettre en accusation tous les anciens dictdteur
seigneurs de guerre de Taylor a Hissehe Habré (pas encore aban
par le Sénégal ou il a trouvé refuge):

- L’Europe dans sa vocation de/puissance normative essaie g
les conflits avec des initiatives‘originales comme tout sauf les a
accord commercial par lequel elle s’engage a importer e
douane tous les produits des PMA excepte les armes.
— Beaucoup de dirigéants ont travaille dans des organi

Toumani Traoré au Mali et Olusegun Obasanjo au Ni
L’impuissance de la diplomatie spectacle, et des g
apparait dans des reglements différés comme a
puissances sont chacune prise en tenailles dan

lisme, dérapages, télescopage culturel, inco
des méthodes, sont autant de risques pour
africains se limitent a cela. C’est un peu

la «politique du cargo » et
de I'aide qui a des aspects mercantilo p i

s aliénants.

B. La paix par I’Afrique elle-méme
Un espoir de développement

Des solutions africaines pour des
- Le panafricanisme renait au travers n africaine (UA) qui tente de
redorer depuis 2002 le blason de I’ex OUA sur un modele calqué sur I'lUnion
européenne (désormais I’ONU se prononce clairement pour un financement
des interventions qui laisse le terrain a I'UA).

— Les organisations regionales semblent jouer un role plus important comme
la CEDEAO (communauté économique des Etats d’Afrique de I'ouest) impli-
quée dans les conflits du Libéria, de la Sierra Leone, de la Cote d’lvoire.
Le commerce peut étre doux (Montesquieu) des lors que 10000 produits
circulent en franchise au sein de I’'Union économique et monétaire ouest
africaine.

— Le Nepad peut étre aussi un laboratoire d’expérimentation de la bonne
gouvernance de son triptyque transparence, gouvernance, et maintenance
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peut contribuer a pacifier des zones de conflits notamment avec I'autorité
morale de ces leaders (Algérie de Boutéflika, Nigéria de Obasango, Sénégal
de Wade, Afrique du sud de Thabo Mbeki).

— L’Afrique du Sud pilote beaucoup d’interventions de pacification comme le
traité de Sun city et de Prétoria décisif pour permettre au Congo de vivre ses
premieres élections libres depuis 40 ans mais le réle de grande puissance,
de I’Afrique du Sud est source de méfiances internes (Sénégal) et extern
(Brésil).
Les crises maliennes et centrafricaines sont des tournants dans le débat s
la sécurité en Afrique car elles ont montré les limites de la gestion africaine
des crises, ce sont les crash test de 'UA! La CEDEAO a été prise d
par les islamistes de méme que la CEEAC et la Micopax mission de
lidation de la paix en RCA présente depuis 2008 a été prise de
I’appel a la France, la Force africaine en attente de I’'UA était t.
attente. De la une gestion métisse des crises. Les transfert
de paix a ’ONU comme la Misca en septembre 2014 mon
I’'UA absente alors que Paris avait alerté dés I'été 2013
grandes puissances africaines ont du mal a assurer leur
I’Afrique du Sud n’a pas donné suite.en Centrafrique, le

CORRIGE

aux cotés«des 12000 casques bleus présen
secondaire. Succes de «peacemaking» ? Les foyers de reprise de
la guerre civile paraissent le démentir.

C. Une prise de conscience salutaire
I'ultime chance du développement

- lIn’y a pas de fatalité: le Rwandar oissance et méme dans
les TIC fait figure de pionnier, mai
avec la stabilité retrouvée depuis ide de 1994 le PIB par habitant du
Rwanda a certes été multiplié p i i
il reste parmi les plus bas au .
— |l n’y a pas de certitude: Ig engtemps considéré comme un des
symboles du tourisme sp '
a l'occasion des présidel
— IIn’y arien d’impossi
contre Boko Haram et

sident Idriss Déby en faisant la guerre
ir la paix au Sahel, vient d’obtenir en
septembre 2017 les divi sa lutte contre le terrorisme: un plan de
développement sur 5 ans (2 021) avec objectif émergence en 2030,
financement qui lui aurait été refusé si on avait pris en compte que ses capa-
cités de réforme, il occupe encore le 3° rang des pays les plus pauvres du
monde. Soumis a des attaques de I'extérieur, a la présence de 400000 réfu-
giés, a des migrations climatiques le Tchad verrou du Sahel, et poste de
commandement de I'opération barkhane tire paradoxalement une manne
de la guerre.

- lIn’y a qu’une conviction profonde: le développement a besoin du terreau
de la paix si I'’Afrique veut pouvoir rebondir sur des résultats flatteurs: 10 des
20 économies les plus dynamiques de la planéte sont africaines en 2016, en
2015 de parent pauvre des IDE I’Afrique est devenu eldorado. Méme illusoire
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dans certaines données chiffrées la «moyennisation» des classes sociales
en Afrique est en cours. On pense bien slr aux « petits prospéres » du Niger
commergants fonctionnaires, taximan avec activité connexe a I’emploi prin-
cipal (ventes de sacs bijoux, mécanique) qui se disent ni riches ni pauvres
qui échappent a la survie au jour le jour. Certes on peut suspecter la middle
class d’étre une muddle class (classe confuse)? On ne peut oublier que pour
la Banque africaine de développement la classe moyenne commence a partir
d’un pouvoir d’achat de deux dollars par personne et par jour (en parité des
pouvoirs d’achat). Mais il y a dans I’émergence des classes moyennes et
I’acces a la consommation peut-étre un potentiel de baisse des conflits liés
a la pauvreté et aux inégalités. Cécile Nallet, Afrique contemporaine, 2012.
— Dans I'hypothétique Chindiafrique, I’Afrique par sa jeunesse rejoint le camp
des émergents asiatiques au-dela de I’Afrique du Sud déja présente dans
le G3 IBSA (avec Inde et Brésil). La gouvernance est a bonne école ave
la fondation Mo lbrahim qui chaque année publie un indice évaluant |
avanceées ou les reculs en matiére de bonne gouvernance en Afriquefet
récompense depuis 2007 les dirigeants africains qui incarnent un «lead ip
d’excellence » I'ancien président mozambicain Joaquim Chissano, ou
aI’ancien président sud-africain Nels
le fait que certaines années le pri

Le chemin est encore long
de maillons faibles: le «Dj
opérations Serval-Bar
en Afrique central
Etats, dits les «
faire I'impasse
fait nombreux
I’économiste
ment», qui b
pauvres, voi
a rester «u

encore légi i i si bien partie ? »
i isonnablement parler de
Hollande au moment
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MATHEMATIQUES

DUREE: 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction,
la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une par,
importante dans [’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible
résultats de leurs calculs.

1ls ne doivent faire usage d’aucun document: [’utilisation
calculatrice et de tout matériel électronique est interdi
lutilisation d’une regle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui
une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et
composition en expliquant les raisons des initiatives

a prendre.

SUJET

'ARTIE I: Etude &’ emple
0
On consi Ms;(R) définie par : A 0 2
1. inversible? Quel est so g7
2. Q eurs propres de A7 La Tic e diagonalisable dans Mj(R) 7
3. atrice P de M3(R) invg ont les coefficients de la premiére ligne sont tous
na ;

es coefficients diagonaux sont rangés dans

matrice D de Ms(R) @
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PARTIE I1 : Etude d’un endomorphisme d’un espace de polynéomes

Soit n € N tel que n > 2.

On note E = R,[X ] Iespace vectoriel réel des polyndmes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal
an, et B=(1, X, ..., X") la base canonique de E.

On note, pour tout polynéme P de £, T(P)= (X(X —1)P’ )(, ou 'accent désigne la dérivation.
Par exemple, si P = X2, alors P’ = 2X, et donc
T(P) = (X (X -1)2X) = (2X? - 2X? =6X?—4X.

4. Montrer que 7" est un endomorphisme de E.
5. Calculer, pour tout k de {0, ...,n}, T(X*). En déduire la matrice M de T dans la base 2.
6. L’endomorphisme 7" est-il bijectif? Quel est le rang de 7?7 Déterminer Ker(T).

7. Quelles sont les valeurs propres de 7 L’endomorphisme T est-il diagonalisable ?

PARTIE II1 : Intervention d’un produit scalaire

On conserve les notations de la partie IT.

On considére Iapplication ¢ : £ — R définie par :
Y(P,Q) € E*, ¢(P,Q)=

8. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

9. Démontrer : V(P,Q) € E?, ¢o(T(P

10. En déduire que T est un endo:
Quel résultat de la partie I

11. a. Etablir: VP e

b. Déterminer I'ens

On conserve les notatio

12. Quelle est la matr;

13. En utilisant les r dans la question 3 de la p iner une base ortho-
calaire ¢, formée de ve: opres de ¥ associés aux valeurs

propres de 7" d

14. Déterminer, pai e E, symétrique pour le

produit scalair
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PROBLEME 2
oo
On définit la fonction réelle H d’une variable réelle = par : H(z) = / E—l_-l-%;); dt.
0

Dans tout le probléme, I désigne l'intervalle ] % oo [

PARTIE I: Premiéres propriétés de la fonction H
1. Justifier que la fonction H est définie sur 7.
2. Montrer que H est décroissante sur /.

3. a. Calculer H(1).
Soit n € N*. Montrer, & I’aide d’une intégration par parties : H(n) = 2n(H(n) —
En déduire une expression de H(n + 1) en fonction de n et de H(n).
c. Eecrire un programme en Scilab qui, étant donné un entier n de N*, renvoie la
d. Montrer : VneN*, H(n)= _@n G =5
201 ((n - 1))

PARTIE II :

4. a. Montrer que la fonctio
Préciser ¢~1(0)

b. A Paide du ¢(u), montrer :

L 4_;/0+oo

e et +e7% 26"
4

1
Y - < S e
2z — 1 i iz —1)

(e*+e€

+oo
our tout z de I, intégrale / o =2 gy
0

1
—t2 ™
e 2L < o —.

En déduire: Vz el, 0<
2z
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e. En déduire la limite de H en +co.

8. On note, pour tout n de N*, wu, =1In(H(n)) + @

a. Déterminer un équivalent simple de u,,+; — u,, lorsque I’entier n tend vers +oo.

On pourra utiliser le résultat obtenu a la question 3.b.

b. Montrer que la série }: (ns+1 — un) converge.

n>1
c. En déduire I'existence d’un réel K strictement positif tel que :  H(n) ~ —.
n—+o00 \/FL

9. Donner enfin un équivalent simple de H(z) lorsque le réel z tend vers +o00 a l'aide de K.

PARTIE IV : Etude d’une suite de variables aléatoires

0 sit<0
On considére la fonction f définie sur R par: Vi€ R, f(t)= S0
(1 +t2) -

10. Montrer que f est une densité.

11. On considére une variable aléatoire réelle X a densité

a. Déterminer la fonction de répartition F di
b. La variable aléatoire X admet-elle une
12. On considére une suite de variables nen & densité, a valeurs nt
positives, mutuellement indépend itéf.
On définit, pour tout n de N* —gfiax(X1,..., X, ]—wn—
n
epartition Fyy, de M,.
1IN
u/ 2

bles aléatoires (Z,)nen-
aitra la loi.

a. Déterminer, pour to

b. Justifier : Yu
et

c. Montrer alors,

d. En déduire q
aléatoire a de:

une variable
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CORRIGE

Par Jean-Louis Roque, external lecturer a ESSEC Business School
(jlroqgue@me.com).

Probléme 1

Partie 1

1. Elle n’est pas inversible car sa premiere colonne est nulle. En revanche sa deuxieme
et sa troisieme colonne forment ouvertement une famille libre — profondeurs différ
for example — et nul ne peut alors ignorer que

CORRIGE

2. C’est tout a fait trigonalement que nos yeux assénent
Spec A ={0,2,6},
et notre matrice est suffisamment agona

différentes alors que 3 est pré son ordre.

les matrices d’ordre justement 72 valeurs propres d
n’est pas du tout que ces matrice

de savoir
des es

us maitrisons la grande histoire
consignes, nous proposons

et tout le monde devrait y trouver
Partie 2

4. Nous devons y aller en deux temps.

> Soit P un élément de £. Vu les innombrables et officielles stabilités de 1’environne-
ment polynomial, nous pouvons tout d’abord affirmer que

X(X -1)P

(*) C’est une gentille allusion a une trés importante condition suffisante de diagonalisation.
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est a coup sir un polyndme réel et nous pouvons méme ajouter que son degré ne devrait
pas excéder n + 1. Nous savons ensuite que la dérivation le ramenera docilement dans
I’espace R,,[ X ] et nous avons ainsi prouvé que 7" applique bien E dans E.

> Quant a la linéarité de 7", nous nous autoriserons a dire tout bétement qu’elle repose,
essentiellement, sur celle de la dérivation.

" Nous sommes souvent étonnés de voir que, dans ce genre de sitations, d’aucuns traitent
la linéarité, avant d’avoir prouvé le c6té « application ». C’est quand méme quelque part
a world upside down... Pas vraiment sérieux tout cela !

5. Soit k appartenant a [0, n]. La polynomiale attitude(*) impose une articulation en deux
temps.

> Sik =0,ona(X*)" = 0etil en résulte dans la foulée que T'(X*) = 0.
> Sik > 1,nous avons cette fois (X*)’ = kX%~ et un calcul enfantin améne alors 2
T(X*) = k(k + 1) X" — B2XF 1L

Grace a I’important protocole de « matricialisation » on parvient alors gentiment a

les éléments « oublié

I’ Le texte a suppo
premieres colonne:
eut été sérieuseme

dans le second.

6. La premicre a est donc versible. Quant
aux autres col différentes et elles forment
donc une fami

11 reste mai iné affirmer que 7" n’est pas

(*) C’est un comportement exemplaire qui consiste, par exemple, a ne pas écrire X * !, lorsque k=0...
(* *) En hommage a un trés célebre latiniste, nous appelons ainsi le dictionnaire officiel qui permet de passer de la langue vectorielle

a la langue matricielle et Lycée de Versailles.
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Observons pour finir que le théoréme de monsieur durang stipulant que
dimKer7T =dimE —rgT,

le noyau de 7' est une droite vectorielle qui, depuis une fort belle lurette, contient le
polyndme 1. Autant dire alors que

KerT = Vect (1) = Ro[X].

7. La matrice M est trigonale supérieure et nos mirettes murmurent a 1’oreille que

CORRIGE

Spec M = {k(k+1) | k€ [0,n]}.
Un petit coup de Gaffiot plus loin, nous avons bien siir également
SpecT = {k(k+1) | ke[0,n]}.

11 suffit alors de se persuader que, lorsque I’entier & déambule dans [0,

r et tous ses sous-e pres sont donc des

droites vec si, via une autre route, que

dimKerT =1,

que KerT = Eo(T).

ur gérer une problém
cing points. II va étre

uit scalaire on peut s’y prendre
le faire en cinq. Here we go !

es étant continus sur R, le produit PQ)
tégrale a alors tout a fait droit de

o comment puisque la multiplication

s R est commutative.

> Onfixe ) € E.La linéarité de

P /0 P(2)Q(x)dz

repose avant tout sur celle de I’intégration, méme si quelques arguments de distributivité
doivent venir émailler I’affaire.
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> Soit P € E. Nous avons
1
(P, P) = / P?(x)dz,
0

et cette quantité est ouvertement positive ou nulle car c’est carrément le cas de P? et que
I’intégration est croissante quand les bornes le veulent bien.

> Soit pour finir P appartenant & £ vérifiant (P, P) = 0. Cela s’écrit

1
/ P%(z)dz =0,
0

et nous mettons alors en avant les réalités suivantes :

> les bornes d’intégration sont différentes ;
constant sur [0, 1].
Nous sommes alors supposés savoir en déduire que
vz € [0,1], P%(z) =

et comme le segment [0, 1] est un ense
racines, ce qui ne lui présage pas u

et nous pouvons envisa

7 Il y a de nombreux
Celui qui nous conce

Autre chose, le texte
de lui substituer une
On peut sirement re,

9. Soit P et () deu

suite la notation ¢ pou:
, >.comme cela se pr;

€S souvent.

. Nous avons

,Q):/:T(m

et vu les origines dérivatives de T'(P) nous ugsiment contraints de nous
intérésser aux deux applications
P'(z).

urz— Q(z) et viz— z(x

Elles sont, trés polynomialement, de magnifique classe sur R et tout particulierement de
classe C! sur le segment [0, 1] et I’on a

Vo e [0,1], W(z)=Q'(zr) et V'(zx)=T(P)(x).
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Au vu et au su du facies de v, il est totalement indéniable que
1
[uv] 0= 0,

et le théoreme d’intégration por partes apporte alors sur un plateau 1’égalité espérée qui
peut plus élégamment s’écrire

1
o(T(P),Q) =/0 (1 — z)P'(2)Q’(z)dx.

10. Soit a nouveau P et () appartenant a [£. D’apres la précédente question nous a
déja

CORRIGE

@(T(P),Q) :/0 (1 —2)P'(2)Q’ (x)dx,

et grice a un gentil swap(P, Q) et la symétrie du produit scalaire, nous
également

pectral, la
son immense coté

a la question 9,

etil su &me argumentation quy
ir carrément observé

Va € [0,1], z(des x) (P

enons en deux te

nant a £ vérifiai

Cela s’écrit L
2
/ z(1—x)(P'(z)) dz =0,
0
et en utilisant la méme rhétorique qu’au cinquieme point de la 8, nous parvenons cette

fois a 2
vee (0,1,  a(l—a)(P'(2)
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et autant dire alors que, pour tous les réels = de 'ouvert |0, 1], nous avons P’(x) = 0.
Seulement voila, I’ouvert |0, 1 est un ensemble tout aussi infini que son cousin segment
et c’est exactement comme supra que nous assénons que

P =0.

Comme R est un intervalle, il doit naturellement s’ensuivre que P est un polyndme
constant.

> Supposons, réciproquement, que P soit un polyndme constant, c’est-a-dire un
élément de Ry[X]. La kernly question 6 oblige 7'(P) = 0 et ’on a a fortiori

o(T(P),P) =0.

éléments de Ry[X].
Partie 4

12. C’est a la surprise générale que 1’on décol

ou A a été apercue lors de la p

r D’aucuns pourraient &
symétrique T', une ma
on domine son cours,
simplement que la bas
tout !

214

13. La question 3 d
propres de la matric

EO (A) = Ve

et grace a un petit coup de Gaffiot, nous en dédi *endomorphisme T a savoir

Eo(T) = Vect (1) 5 Eo(T) = Vect (1 — 2X) ; E¢(T) = Vect (1 — 6X + 6X?),
le spectre ayant €t¢ également et par ailleurs obtenu lors de la question 7.

Les pros de la fabrication de bases orthonormales propres pour les endomorphismes
symétriques connaissent farpaitement la musique. Il faut uniquement
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> obtenir des bases orthonormales de chacun des sous-espaces propres par le biais, la
plupart du temps, du fameux procédé de Jorgen Gram et Ehrard Schmidt ;

> concaténer tout cela en tenant compte des consignes, si consignes il y a.

Here we go!

> Les sous-espaces propres étant ici de dimension 1, les Gram Schmidt process
permettant d’obtenir des bases orthonormales sont réduits a peau de chagrin ! 11 suffi
en effet de procéder a de toutes bétes divisions par la norme correspondante. As usual,
nous noterons || || la norme euclidienne attachée au produits scalaire ¢ et nous avons donc

1
)2 = / dz,
0

1 1
||1—2X||2:/ (1—2z)%dz ||1—6X+6X2||2:/ (1—6£+6
0 0

CORRIGE

et

Des calculs genre « amie de la poési

=1

et nous avons pour b s familles

uit alors la base

11 est en effet tout a fait évident que V2 = T et nous ajoutons que ¢ étant orthonormale,
notre nouveau venu V' est un endomorphisme symétrique de E puisque les matrices
diagonales réelles sont évidemment symétriques réelles et qu’il existe sur le marché une
fondamentale caractérisation matricielle de la symétrie.
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Soit alors pour finir un élément P de E et notons

b (1)

C

la liste de ses coordonnées dans notre base orthonormale. Ce n’est qu’une matricielle
formalité que de déduire que la liste des coordonnées de V' (P), toujours dans la méme

base, est
0

V2b | . (2)
V6e

Maintenant, et au risque de fortement radoter, nous insistons adonf sur 1’orthonormalité
de 7 qui permet de mettre en exergue I’awesome propriété « produit scalaire en bas
orthonormale ». Cette derniere affirme que le produit scalaire

p(V(P),P)

est exactement le produit scalaire canonique
dire

[a

dont la positivité n’aura é trat soit

rempli.

emble alors bien que n

" Un endomorphisme space euclidien (€, <, érifiant

<u(x), xz>3>0,

est appelé endomo
quasiment a la limit

ue positif et c’est d’ai
e officiel. On note p

Si £ est mainten i i ndomorphisme de £, on
appelle assez nal orphisme r de &, vérifiant

On démontre alors — c’est un exercice tres classique — the square root theorem selon
lequel
Vue £:(E), 3lreLi), r=u,

ce qui, en francais, signifie que tout endomorphisme symétrique positif u posséde une
unique racine carrée symétrique positive r.
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Mettons-nous bien d’accord, I’endomorphisme u peut posséder une palanquée de racines
carrées, mais, parmi les endomorphismes symétriques positifs, il en possede une et une
seule et elle est internationalement notée

ul/z.

Forts de toutes ces informations, il semble que le texte nous ait fait découvrir un
endomorphisme V' qui n’est autre que

V=12

La partie « existence » de V' a été parfaitement couverte, mais on peut sirement reg
que la partie « unicité » ait été completement occultée. Une autre fois peut-étre. ..

CORRIGE

Probléme 2
Partie 1

1. Soit z un élément de /. Comme nous maitrisons toutes les finesses( n nt
fameuses fonctions « puissance », et

nous clamons la continui

atellee nissant H (x) n’est imp

1 1
- t*:iOO t2_w et Vit 2 b 2 0.
a /. nous avons 2z > 1 reflne paisible existence a la
ne
12z

en plus I’infini. Mais

I

e en signe positif, il d étre de méme de la cousine

intégrande de cette derniere ¢ gtemps, continue sur [0, +oco[, un important
théoreme de Michel Chasles g e remarque infra — assure que les deux
intégrales

/+°° dt ot /+°° dt
1 (L+) o (1+t%)

(*) EtDieusaits’ilyena!
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sont de méme nature et nous pouvons donc envisager la suite.

" D’aucuns invoquent a cet endroit la relation de Chasles ! Il est totalement impossible
qu’elle fasse le job puisque c’est une simple égalité quin’a jamais eu vocation a prouver des
existences d’intégrales. En revanche le théoréme de Chasles auquel nous faisons allusion,
démontre que, sous certaines conditions, quelques intégrales sont de méme nature, et est
donc profondément au ceeur du débat.

 Conformément a la requette du texte, nous avons établi que H est au moins définie sur
I’intervalle /. Le lecteur malin pourra vérifier que la preuve que nous venons de donner
n’est pas loin de révéler qu’en réalité

defH =1.

2. Soit et y deux éléments de I vérifiant < y, et ¢ un élément de [0, +o00[. Comme

1
<1
1+82 7

les pros de 1’exponentiation doivent savoir en dédui

ornes le veulent bien. l

3.a. Vu la position géo pport a sa montié,on a s explication

et I’on en déduit immédiatement

puisque I’intégration es

4 o0

— [Arctan t]
0 2
ent a / la situation est &t la linéarité de
douceur a

n—l—l))an/+ —dt.

- <1g>n

sont assurément et rationnellement de classe C* sur [0, +00] et que

b. Comme n et n
I’intégration amen

nlt

Nous observons alors que les deux fonctions

u:t—t et wv:t

2nt

Vt € [0, +00[7 U/(t) =1 et ’U/(t) = (1 + t2)n+1 ’
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En outre et parce que n n’est pas nul, le produit wv a la limite finie 0 en plus I’infini.
Comme I’on a également uv(0) = u(0)v(0) = 0, le théoréme d’intégration impropre by
parts stipule que
+oo dt
2n(H(n) —H(n+1 :/ —_—
( ( ) ( )) 0 (1 + t2)"

ce qui n’est pas du tout pour nous déplaire.

" Contre toute attente, nous sommes depuis un certain temps au XXI¢ siecle, mais le
théoreme d’intégration impropre par parties n’est toujours pas au programme de nos
classes. Le lecteur obéissant devra donc rédiger cette intégration

> en annongant first unréel A > 0

> en procédant & une intégration par parties propre sur le segment [0, A] via les mé
fonctions u et v que celles que nous avons sélectionné supra ;

CORRIGE

> en légitimant pour finir la possibilité de passer a la limite lorsque A ten
I’infini.
11 reste alors & redire pour la 6174%" fois que n n’est pas nul et que p:
tout a fait mentalement

c. Voila notre propositio

(2xi—1)«H/(2

And the winner is ) ; disp (H)

Iculatoire viennent a bout

tonou et un nanochouia d’hal
i les détails.

ns au lecteur méfiant, le

stan’enpasdouterdec sur R et nous avons immédiatement

Yu € R,

visu que
0.
intervalle, no est désormais strictement croissante
r R et c’est déja une exce omme elle y est continue et que, sans

aucune indétermination, nous

o(u) —— — p(u) —— +o0,

U— —00 U——+00

(*) Nous n’avons pas Iésiné sur la classe de ¢ car, comme le signale la maxime de Duracell, qui peut le plus, peut le moins. Nous

n’utiliserons cependant que sa dérivabilité en question a et sa classe C en question b.
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elle réalise effectivement une bijection de R sur R, car il existe sur le marché un important
théoréme de la bijection strictement monotone.

Comme
p(0)=0 et lim (u)=+oo,
®

il suffit de se mettre la téte a I’envers pour asséner tranquillement que

¢7H0)=0 et lim ¢7'(t) = +oo,

P Il 'y a ici un gros parfum de trigonométrie hyperbolique.

Dans la littérature, la fonction ¢ est appelée « sinus hyperbolique » et son international
logo est « sinh » et sa dérivée ¢’ est son compere « cosinus hyperbolique » ayant pour
logo « cosh ». Il est a noter que le formulaire de trigonométrie hyperbolique est presque
un copier-coller de celui de trigonométrie classique — dite trigonométrie circulaire — et
ce n’est pas vraiment étonnant car, si I’on en croit les formules de Leonhard, nous avo

Yu € R, cosh(iu) =cosu et iu) = isinu.

b. Soit z appartenant a I. Vu ce qui vient
que la fonction

réalise une bijection croissante
de changement de variable, n

Nous avons déja obse

el 4 e
Plu) = —5—
et il est tres facile c’est la formule fondamenta trigonométrie
hyperbolique — a
cosh?u — siQ
qui se décline ai

2
VueR, 14 gh(u) = e )

Quelques simplifications tranquilles et un nanochouia de linéarité conduisent alors au
résultat souhaité, que nous préférons écrire

+o0
H(z)=2%"! /0 (e" + e ") 2" du.
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5.a. Soit u un réel positif ou nul. Apres avoir mis en avant la désopilante banalité
0<e ™ <LeY,

nous pouvons passer a la question suivante.

b. Soit = appartenant a I et u appartenant a R, . Comme 1 — 2z est négatif, il résulte
aisément de la précédente que
2172167(2171)11, < (eu + efu)172z < 67(2171)71
~X AN

I

qui se transforme positivement et opérationnellement en

CORRIGE

e—(2x—l)u < 22$—1(6u + e—u)l—Qz < 22x—le—(2x—l)u.

Vu qu’en réalité 2x — 1 est strictement positif, il est bien connu que Q e
exponentielle

mene une paisible existence et vé

L’encadrement mi es plus haut, la cyois de "intégration —

permettent alors de
6. Il estt
)
x—1/2
z>1/2‘

e ’encadrement de | cente question b, ¢’est by squeeze a

— 00.

de sorte que, quasi mentalement

1

H) o~ 5e 1
z>1/2

Partie 3
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7.a.1l'y a sGirement bien des maniéres d’aborder une telle question. Nous optons pour
un argument de concavité. La fonction u — In(1 + u) est concave sur I’intervalle [0, 1]
puisqu’elle y est ouvertement de classe C' et que sa dérivée, en I’occurrence,

1
14+u’

U +—

y est assurément décroissante. Comme 1’équation de la corde tendue entre les points
d’abscisses 0 et 1 a une équation qui devrait rappeler de bons souvenirs aux potaches de
la fin du collége, nous nous permettons d’en déduire que

Yu € [0,1], In(l4u) > n2u,
et comme nul ne peut ignorer que

1
n2> -
he=Z3

protagonistes a été fortement appréciée.

b. 1l est normalement recommandé de savoir
I’intégrale

existe et vaut o/27. Un joli argum

existe également et que

1207 g4 — .
7\ 2
Soit alors x € I.Ce tement positif, le choix‘

Ny
-7

semble parfaiteme ous revendiquons aj nce de I'intégrale
/2

—+o00
/ efztz
0
—+o00

—zt2/2 _
e dt =
| 2

c. Soit x appartenant & / et ¢ appartenant au segment [0, 1]. Comme c’est aussi le cas
de #2, il résulte du récent a légerement exponentié que

ainsi que la valeur

142> et2/2’
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et I’élévation a la puissance négative —x devrait nous déposer en douceur sur
2
0 < (1 + t2)—z < 6—Et /2’

la positivité ajoutée sur le c6té gauche, ne pouvant troubler que certains neurasthéniques

chroniques. La croissance de I’intégration — encore elle | — assure alors que
1 1 )
0 </ (1 +t*)""de < / e~ /24,
0 0
puisque les bornes I’ont bien voulu, et il reste a évoquer la positivité d’une cer?

intégrande stipulant que
1 “+o0o
/ e~ /2q4 </ e~ /24,
0 0

pour que le récent b se charge de conclure I’affaire. ‘Q

CORRIGE

d. Soit a nouveau x appartenant a . Etant trés bien entendu que

- 1
1+t2 | Q
11
1+¢2)r =

,C empiternel argument de

vt

et nous pouvons donc passer a la question suivante.

e. Soit & € [. Il résulte des deux dernieres question et de la relation de Chasles que

T 1
OSH@) S\ 45—
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et c’est grice a un tres gentil squeezing process que 1’on parvient a

H(z) —— 0.

xr—+00

8. Soit n € N*. Notons avant de commencer que la question 3.d de la premiére partie
suffit & mettre en lumiére 1’indispensable stricte positivité de H(n), sans laquelle son
logarithme... Tout est donc sous controle.

a. Soit derechef n € N*. Grace a la question 3.0 et a notre passage sur les bancs de la
terminale scientifique, nous avons

1 1 1
Upt1 — Up = 1n(1 - —) + —1n(1 + —),
2n 2 n
et le développement limité officiel au voisinage de 0
u2
2

+o(u?),

n(l+u)=u-—

permet d’en déduire en un tournemain que

1
)

a définition de I’équiva
b. Nous mettons en a nue a l’instant, la conyergence de Lrie

de Riemann de parame cial argument de signe

Unp+4+1 — Up = —

Seulement voila, cette dernicre asserti

Tout cela devrait sa
test d’équivalence e
gestion de la const:

ent) négatif, un argu
ant cependant particip

c. Nul ne peut off orer la géniale « pq,
la suite (u,) et la

sont de méme nature. Il ressort alors du récent itef(w.,) est convergente et nous
nous empressons de noter ¢ sa limite. La légendai ¢ de I’exponentielle stipule

dans la foulée que

Uy e€7

n—-+oo

e

ce qui, apres notre passage sur les bancs de la fin du lycée, se métamorphose en

H(n)yn —— €.

n—-+oo
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Comme le réel e’ n’est pas nul, cette derniére « fleche » de limite se transforme en
I’équivalence

et il reste a proposer
K=¢,

en insistant fortement sur sa criante positivité stricte.

9. Il s’agit d’une de ses parfois délicates problématiques de passages de propriétés
concernant des integers a des propriétés analogues portant sur des reals dans lesque,
le concept de « partie entiere » est souvent fortement sollicité.

Soitdonc z un réel, que nous supposons confortablement supérieur ou égal a 1 et profitos
en pour noter

ng = |x].
Etant donné que, nous avons entiérement

1< T <ng + 1,
ue
)s ‘ b
00,
u caractere integer de ng,, aucune place au

(EQ)

CORRIGE

et que H est décroissante sur /, n

et comme a 1I’éviden

L1

ng + 1

r—+00
ent indéniable qu

U,

uivalences (EQ) en les transformant en

K
Hrdd o 75 (e +1), N 77

puisque I’équivalence est, entre autres, légendairement compatible avec les légales
élévations a la puissance 1/2. Les deux extrémes de I’encadrement supra

s

H(n, +1) < H(z) < H(ng),
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ont donc le méme équivalent et c’est par un squeeze d’équivalence, que le lecteur justifiera
sans peine, que nous assénons

K

" Lafonction H ades liens trés étroits avec la célebre fonction W de John Wallis facilement
définie sur |—1, +o00[ par

/2
Vo > —1, W(z) = / cos” u du,
0

et qui avait déja fait parler d’elle dans le sujet de la méme école de 1’année 1996.
Soit en effet « appartenant a /. Le lecteur pugnace constatera que, via le changement de
variable t = tan u, effectué sur I'intégrale H (x), il s’avére que

H(z) =W(2z —2)

le réel 2z — 2 étant, fort heureusement, stricte
les habitués de la sphere wallisienne ne doi
premiére partie et pire, ils se doivent de
se trouve, en réalité, étre la magnifi

Avis aux amateurs !
Partie 4

10. La fonction f est
ou nulles, elle n’a m;
que H (1) existe et

Quod quaeris !

11.a. Soit z un n
caiman mentale

de I’application f conduit

0

Fye(w)=1 9 .
— Arctanx si x> 0.
T

b. Etant donné que
t 1

THe2 t—too t
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le lecteur maftrisant ses classiques — signe ambiant, références riemanniennes, test des
équivalents — concluera que X ne possede pas d’espérance et qu’en conséquence elle a
encore moins de variance.

12. Soitn € N*.On ne le répétera jamais assez, M, n’est absolument pas le maximum des
variables aléatoires X1, ..., X,,, pour la simple et bonne raison qu’elles n’en possédent
pas, mais en revanche et méme si cela dérange, nous avons plutot

M, = sup(Xy,...,Xp).

a. Soit x un nombre réel. La sempiternelle lapalissade du « sup » se traduit as
par

CORRIGE

i=1
ce qui a déja le privilege, comme nous allons bient6t le constater, de démo
est une variable aléatoire sur I’espace probabilisé sur lequel sont définies |
et que nous nous permettrons de baptiser (€2, .4, p), puisque le texte n’
le faire.

Pour chaque entier ¢ € N*, puis
sur notre espace, nous somm

précisé q
savoir que

; est une v

a:] GA,

e peu approfondir I’affaire. Les
'y est ouvertement continue
tés sont généreusement transmises a la

it€ et nous saurons nous en souvenir.

. Notons momentanément /¢ in ! — la fonction parfaitement définie

sur 0, 4-o00[ par
1

Vu € 10, +o0l, p(u) = Arctanu + Arctan —-
u

Elle est trés pertinemment dérivable sur R* et I’on a presque mentalement

Yu €10, 00|, W (u) = 0.

L
=)
g
-
=
2
o
o
0p
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Seulement voila, il se trouve que |0, +oco[ est un authentique intervalle de R ce qui permet
a la fonction p d’y réclamer sa constance, et comme

™

pu(l) =2Arctanl = 5

I Voici une vieille anecdote qui devrait éveiller les méfiances de nos lecteurs dévoués.
Notre gentille fonction y est en réalité farpaitement définie et dérivable sur R* et un jour
d’un certain mois de mai des années 8o un texte de concours, que nous ne nommerons
pas, demandait le calcul de i (u) pour tout u réel non nul. On a évidemment comme supra

Yu € R*, i (u) =0,

et, a I’époque, pas loin de 9g8% des candidats ont dramatiquement répondu que g était
constamment égale & 7r/2 sur R* alors que la réalité est bien différente puisque

1
Yu € R*, p(u) = Arctanu + Arctan —

ce qui constitue d’ailleurs I’un des aspects d

Au risque de radoter, cette anecdote m
dérivée nulle n’a pratiquement jamai
sont rares(*), voire trés trés rare

Il nous reste maintenant a j ence. Nous le faisons, p
en notant que
Arctan’0 =1,
eten s’appuyant sur
que nous résumons

ques conséquences de la ilité ponctuelle

DERIVABILITE ET
Soit f une applic
suppose que [ est

variable réelle définie

1. 0n a, au vois ol qu'il arrive

) = £(0) = uf'(0)

1. en outre, I’équivalence

ufA0).

Bien entendu, tout le monde aura bien reconnu ici les ers pas vers I’exquis théoreme
de Brook Taylor, William Henry Young et I’acolyte Colin Maclaurin !

(*) Si ’on choisit au hasard une partie de R, la probabilité qu’il s agisse d’un intervalle est nulle ! So...
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c. Soit z un réel quelconque pour I’instant et organisons-nous un poquitin.

> Siz est strictement positif, étant donné les strictes positivités des uns et des autres(*)
nous avons sans ambage

et cela démontre que
[Zn < m] c A,

puisque M, a récemment gagné ses galons de variable aléatoire réelle sur (€2, A, p).

> Si x est maintenant négatif ou nul, il est positivement acquis que

CORRIGE

et il est bien connu que ’ensemble vide appartient a toutes les tribus du m
avons ainsi établi que Z,, est également un authentique alea numérique sur
probabilisé.

I Le texte semble faire fi des problématiques fribales que nous avons
en avant par deux fois. Nous nous s s donc sentis obligés de co
car n’est pas variable aléatoire qui t, méme-si

Revenons maintenant a no
de constater, nous avon

nous venons

ment sur la providentielle densitaire que nous
stion 12.a ainsi que sur I’adage nnu selon lequel
argent rien sur leur pas a stricte positivité de n/z, les
formule de Machin de la 12. ors in fine que tour a tour

2 n
=1- (— Arctan E)
g T

nous satisfaire.

ier naturel non nul, z bre ré reprenons notre indispensable

atif ou nul, il est q u plus haut que

et il en ressort évidemment que

F, (z) ~—~—>n_’+oo 0.

(*) Celle de M, repose sur I’excellente idée du texte d’imposer des X; a valeurs strictement positives !

L
=)
g
-
=
2
o
o
0p
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> Siz > 0, le lecteur futé vérifiera aisément la stricte positivité du réel
2 T
1——Arctan —
s n
qui autorise la neperienne action grace a laquelle
2 T\ 2 T
ln(l — —Arctan—) = nln(l — — Arctan —)'
T n s n
Vu qu’il est indéniable que

x
— Arctan — —— 0,
s n n—+oco

I’équivalence standard
n(l+u) ~ u

u—0
nous amene gentiment vers
2 T\" 2n x
1n(1 — — Arctan 7) ~ —— Arctan —»
7l‘ n n—-+oo ™ n

que la fin de la récente question b métamorphose tr:
2
1n(1 — — Arcta
0

Comme le right hand side ne dépend
et puisque la fonction e

Autant dire alors que

Le résultat de toute

n—+oo

ol 3 est une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre 2/, ce qu’il est
autorisé de résumer en . )
o o)

n—-+00 ™
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MATHEMATIQUES

DUREE: 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction,
la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une par,
importante dans [’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible
résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document. L’utilisation
calculatrice et de tout matériel électronique est interdi
lutilisation d’une regle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui
une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et
composition en expliquant les raisons des initiatives
a prendre.

SUJET

réel et A une partie non vide
on dit que a est un point extrémal de

ed, (£¥=HJ=>(X—

de point extrémal.

gnnant le diamétre de cette partie sont

isobarycentre de ces matrices,
extrémaux de I'ensemble des m,

ent une preuve du fait que les points
ues sont les matrices de permutation,
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Partie 0 : Etude d'un premier exemple dans R,

1- Onprendici £=TR etA=]0,1[, montrer qu'aucun point de A n'est extrémal.
2- On considére maintenant £ =R et A4 =[0,1], montrer que les points extrémaux de A sont 0
etl.

Partie I : Fitude d'un second exemple dans M, (R).

Dans cette partie, on note 4, l'ensemble {Mu{]“ l;a]a M,(R),ae[o,l]} et J la
-a

1
matrice [? 0). Par ailleurs, 7, désigne la matrice identité dans M, ().

3- Description et propriétés des éléments de A, .
a- Vérifier que: 4, ={al,+(1-2)J , ac[0,1]}
b- Soient (a, ) de [0,1]" et(M,,M,) d
¢- Déterminer les éléments A de
donner I'expression de (M,
appartient 4 4, .

4- Points extrémaux d
a- Montrer que

b- Soit @ dan n'est pas

nirer que si @ est dans [5

esded, .
res ef espaces propres de |
africe inversible P dang

& -

~deins la base canonique
de R?. On précisera
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Partic 11 : Points extrémaux ct diamétre d'une partie bornée d'un espace euclidien.

Dans cette partie, on suppose que £ est un espace euclidien de dimension finie non nulle, muni
d'un produit scalaire noté { | ). On note | | la norme euclidienne associée.

On considére A une partie non vide de E telle qu'il existe un réel R positif tel que, pour tout
vecteur v de 4, onait: [v|<R.

6- Montrer que I'ensemble v~ w{;(v,w) € A"} est une partie non vide et majorée de R .

Q

Dans la suite de cette partie, on suppose queda partie 4 vérific la propriété (/1 j8tivagle”

Cet ensemble admet done une borne supérieure.,

On note alors §( 4) = sup{ v —w; (v.w) € A}, &(4)est appelé diamétre de 4.

(H) : Nexiste (a,b) dans

On se propose de démonl

7- On considére
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Partie I11 : Etude de Pensemble des matrices bistochastiques et de ses points extrémaux.

Dans tout la suite du probléme, n est un entier supérieur ou égal 4 2 et on note £ = M, (IR),

4 :{M =(m ) peiap € Mo RV () e[l m,, 2 0¥i e[Ln], Yom, =Lev vy e[tn]. Ym,, =1]
elin = [

est 'ensemble des matrices bistochastiques de M, (R).

F;, est l'ensemble {M = () p © M,,(R)/Vi@[l,n]l.%m,rj =0etVje ﬂ!.n],;m‘d = o}.

On munit R" de sa structure euclidienne usuelle.

Enfin, B, =(e,,....e,,)désignc la base canonique de R".

8- Premiéres propriétés de 4, .

la matrice transposée de M ).

1
Onnote X, =|:|eM,, () (toutes les compo
1

b- Soit M de A, , montrer que : MX,
¢~ Réciproquement, soit M =(m pourtout (7, /) de
m 20, MX, =X, et

d- Soit(M,M") de 4

9- Endomorphismes et
On note S, I'ensembl

[1.1] sur lui-méme.

Soit o de S, onno e de " tel que : pour tout 1], £,

base B, on dit que M e: ma rmutation

ﬂv( i*

On note M la mat
associée 4 o,

a- Si oestli ur tout 7 €[[1,n]), e (i

S, . montrer que : M

H

M,?
iner 7 de §, telle que
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¢- Soit (e,a')de (S, ):. montrer que £, 0f,. = f,,.. : en déduire que M est inversible et
déterminer (M,)".

d- Justifier que les matrices M, sont des matrices orthogonales.

e- Justifier que les matrices M, sont exactement les matrices présentant sur chaque ligne
et chaque colonne une fois la valeur 1 et p=1 fois Ja valeur 0.

10-Soit o de §,, montrer que M, est un point exirémal de 4, .

11- Etude d'un projecteur : on note pm-l-!2 £et P=%Z M,.
as, Tal,
a- Soit 7 fixé dans S, , montrer que I"application ¢, : & 1= roo est une bijection de §,
dans lui-méme. Montrer alors que : f,op=p.
b- Endéduire que p est un projecteur de R”.

- Montrer que : ]m(p)n{xER“/VD‘ESn,fa_(x)=x},

o

d- Montrer alors que : Im(p) = Vect(x,) ot x, = ﬁe, :
=l

e- Calculer ‘P ; en déduire que p est un projecteur orthogonal et déterminer ‘Q:

f- Vérifier que Pe 4,.

12- Diamétre de 4, .
a- Si M=(m, )(1.1)- g SO0 deux matrices de @ )
b- Montrer 'MN )est un produi I

8i (M, “1r('MN et M|

o
culement, on suppose que

. Soit (a, ) dans [0,1] et
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14- On désire montrer que les matrices de permutation . sont les seuls points extrémaux de 4, .

978-2-7590-3637-0_Annales-HEC-2017_BAT.indd 155 13/10/2017 11:34

b- Soit ©:F, = M, , agsocie la matrice

(k) qui, & toute matrice M =(m,' 4 )(u)w[l.n]‘ de F,

D(M)= (m,. y ) R Montrer que @ estun isomorphisme de F, dans M, (). En
déduire la dimension de F;.

On raisonne par récurrence surs = 2, on note (7,) la proposition :
(£,) Si M estun point extrémal de 4, , M est une matrice de permutation.

a- Vérifier, 4 'aide de la partie 1, que la proposition (P,) est réalisée.
On considére 1 un entier naturel supérieur ou égal & 3 tel que (/) soit réalisée et on se

donne M =(m, ;) g € F un point extrémal de 4, .

On suppose d’abord que la matrice M a au moins 2» coefficients non nuls : il existe 2n
couples (i iy )qqy,) deuX & deux distinets tels que m, , est non nul.

On pose alors H =Vect(E, , :k €[[1,2n]) od les matrices (E,, sont les matrices

)('-l)llh"]'
¢lémentaires de M, (R), c’est-d-dire: K, est ice de M, (R) ayant n® -1

coefficients nuls et un seul valant 1, placé en

b- Montrer que 2 F, #{0}.

¢ Onprend N dans HF, avi
qu'il existe & > 0tel que,

d- En considérant ¢ de

contradiction.
On a done prouvé

1, on note O, = M +IN .

¢- Montrer alor:
terme vaut 1
On note s I'indi

= Justifier q

g- On consid
d’indice &
extrémal

h- En dédi
de p
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CORRIGE

Par Jean-Louis Roque, external lecturer a ESSEC Business School
(jlroqgue@me.com).

Nous signalons que la définition de I’extrémalité d’un point a peut étre simplifiée en
T+
Y(z,y) € A2, Ty:a = =y,
et nous ne 1’oublirons pas. Une autre chose, comme nous allons le rencontrer m:
fois, nous noterons J le segment [0, 1].
Partie 0

1. Soit @ un élément de I’ouvert |0, 1[. Le plus simple est de faire un dessin et T

deux cas.
> Si0 < a<1/2,les réels
a

appartiennent ouverteme

m
o
1
18
o]

O

=a
parce que nt manifestement trés différe oint ¢ n’est donc
pas extre
> Sil cede mutatis mutandis mais tte fois
1—a —
r=a——— et

rile nsi del

et el

2. Soit a appartenant cette fois au fermé J et organisons-nous naturellement.

> Sia appartient a I'ouvert |0, 1], grice aux mémes acolytes

u n n
= Cor—a—d = =z,
0 n o, r=a 5 y=a-+ 2
E qui ont permis au migraineux de réussir la question 1, le point a n’est pas extremal.
|: > Sia = 0,etsix ety sontdeux éléments de J vérifiant
4
T
W #:0, ie. x+y=0,
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le fieffé argument des sommes nulles de réels positifs ou nuls oblige x = y = 0 et 0 est
bel et bien extremal.

> Sia =1,etsix ety sontdeux éléments de [0, 1] vérifiant

m+y:

5 1, ie. (1—2)+(1—-y)=0,

le méme fieffé¢ impose x = y = 1, et nous pouvons envisager la suite.
Partie 1

11 suffit de bien ouvrir les mirettes pour constater que les matrices appartenant a A, sont
exactement les matrices (2, 2) réelles, dont les entrées sont positives ou nulles et telles que
la somme des éléments de chaque ligne et de chaque colonne est égal a 1. Ces matrices
sont appelées matrices bitochasiques d’ordre 2 et elles seront généralisées a 1’ordre n un
petit peu plus loin.

Les matrices bistochastiques jouent un grand rdle en mathématique et tout particulierement
en calcul des probabilités.

3.a. No comment !

I Cette derniere et triviale égalité a cependant
est I’ensemble des combinaisons convexes

qui s’appelle « segment » d’
notionde segmentd’unes ans |’ancien progr:
il y a toujours de 1’érosi

b. Simple formalit 3 appartiennent a J, ona mentalemen
et il en résulte au.
(mp)

jolie précision en aurons 1’utilité.

anu militari,de n’autoriser
un élément de J. Nous

" Nous insisto
la notation
saurons ne p:

a la condition sine qua no,
e perdre de vue.

c. Soit o appartenant au segment [0, 1]. Nou

det M, = 20 — 1,

(*) On appelle ainsi les importantes combinaisons linéaires a coefficients positifs de somme 1.
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et par conséquent

1
M, inversible << «# 5

Supposons désormais que la matrice M, soit inversible. D’apres I’ incontournable formule
des cofacteurs nous revendiquons

1 1 [ o a—1 oz—lJ

«
M= =Y g
“ " 2a-1la-1 o« } 2012 201

et il faut alors s’organiser un peu.

> Si « vérifie

CORRIGE

1
0<a< =
)
ona 1
(6% a —
2a71<0 et 2a71>0'

Ces signes contraires nous font oublier lacombinaison convexe et M ! n’daticupécha
d’appartenir a A,.

> Si a est maintenant tel que

<a<l,

c’est mutatis mutandis ue M, n’appartient

> Sia=0,on

=.Je A,
> Sia
Mgl =1y € As.
inversible, on a I’équivalence
Mitedy & «a

par deux utiles observations. e o est un élément de J, nous

uivalences logiques,
S« J & a=0.
Te.
J que

= Iy,
ce qui, depuis quelques lignes, s’écrit également

Moss = I.
2

L
=)
g
-
=
2
o
o
0p
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La premiére des anodines conduit alors a

et d’apres I’extrémale question 2, il advient que o« = (3, ¢’est-a-dire
M, = Mg,

chronique d’une extrémalitude annoncée !
> Si maintenant nos deux comperes vérifient

Ma—l-Mg -

J ie. Maysg = J,
2 =

la seconde anodine amene cette fois et facilement a

a—i—ﬁ:

2 0

et I’extrémale...

b. Vu I'idyllique position de «, les rée
est donc sous contrdle — et comme
property garantit qu’effectivemen

partiennent docilement a
mps J = My, la génia

Q

tenu de notre

Signalons maintenant
toute premiere mise aj

n sait que M, # J et,

c. On procede bie ndis en ayant pris cett ing justifier
soigneusement 1’éga

Nous laissons au le se charger de I'i

" Nous prenons le r sur le résultat de Jarc ion 3.c qui mérite un
peu de considérati des résultats de ce >me question, nous y avons
appris que les m: nt inversibles e appartient encore a As
sont précisémen

5.a. Soit A un nombre réel. Nous avons
det(J— Ap) = A% — 1,
et il en ressort trés tranquillement que déja

SpecJ ={-1,1}.
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C’est ensuite dans la méme sérénité que notre dévoué lecteur trouvera

1

-1

E_1(J) = Vect { 1

} et EﬂJ):Vect{l].

I Nous laissons au lecteur malin le soin de découvrir au moins deux raisons menant a la
diagonalisabilité de J.

b. C’est a la surprise générale que nous proposons

11
p-[4)

puisque les pros de la diagonalisation savent depuis peu qu’elle est inversible et q

CORRIGE

1 o
P JP—{O 1},

Si maintenant « est un élément de notre vénéré J, nous avons tour a tou

éniale matrice P ne dépend
ices M. On dit que ces
‘ment diagonalisables.

ppe a cet endroit, mais
emi-ouvert [0, 1[. D’apres
lables et par conséquent

ceq ement, sur résum
—1)(a—1)=0.

comme nous avons manu milit
convenable en I’occurrence u /5.

I’affaire, il ne reste qu’un projecteur

Partie 2
6. Comme il est dit que A est non vide il existe au moins un élément z € A et

0=llz—z]|

L
=)
g
-
=
2
o
o
0p
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est un figurant de I’ensemble en question qui n’est donc pas vide. Soit maintenant v et w
appartenant 2 A. Selon I’inégalité du triangle, nous avons

llo —w| < ol + [lwl]] < 2R,
et notre ensemble est donc majoré par 2. L’existence de sa borne supérieure repose sur
le fantastique — mais délicat, admis méme ! — théoréme de la borne supérieure.

7. Uhypothése (H) fait que pour une fois — nous en verrons d’autres infra — 1’on a
carrément
0(A) = max |u—ovl,
(u,v)€A2?
puisque 1’on doit — on ’on devrait! — savoir qu’un supremum atteint s’appelle un
maximum.

a. Selon I’inégalité du triangle et notre récente supposition nous avons simplement et
tour a tour

26(A) = 2lla = bl| = [l = b+ d = b]| < [le = bl + [|d = bl| < 25(A),

la derniere inégalité procédant de ce qu’un suprem
découverte est grosso modo la premiére chose
encadrement pour le moins serré que

ant tout un majorant et n
ée. On déduit

(6 (A) —|le—b
et quand une somme de nombre; estnulle...

I Pardonnez-nous si nous
simplement de conclure
la médiane qui, pour ¢

ar la formule du parallélogra
%, peut efficaceme

1
On y choisit alors

et d’apres ce qui pr

L’histoire se term
Partie 3

Pour une matrice rectangulaire R quelconque de
les dispositions suivantes :

D), il est pratique d’adopter

> pour chaque entier ¢ € [1,m], on note

6G(R) =Y Ry,

Jj=1

SCIENTIFIQUE

ANNALES CCIR 2017-2018 1 161

https://vertuprepas.com/

978-2-7590-3637-0_Annales-HEC-2017_BAT.indd 161 13/10/2017 11:34


https://vertuprepas.com/

qui n’est autre que la somme des éléments de la ligne 7 ;

> pour chaque entier j € [1, p], on note
m
¢(R) = Ry,
i=1

qui n’est autre que la somme des éléments de la colonne j.

11 est absolument évident que les différentes applications ¢; et ¢; sont des formes linéaires
sur I’espace vectoriel M, ,,(K) et nous utiliserons librement cet état de choses.

L’ensemble A,, des matrices bistochastiques d’ordre n est ainsi exactement 1’ense
des matrices M appartenant a E, dont les entrées sont toutes positives ou nulles et

lesquelles
= (M
ositives ou nulles ;
linéarité de ¢; oblige
D m— =1;
€ [1,n], la linéarité deSo
/

CORRIGE

o
—
s
Il
&
=
s
Il

ce =Ly (M) = 1 (M) = (M) = -

Nous pouvons alors attaquer 1’affaire.

8.a. Nous y allons en deux temps et

> En ce qui concerne

nous observons que

M+M’):cj(M) _1

2 2

s sont manifeste ;
pour chaque entier i € s tr oseur sait bien que
4 ) ;

> pour chaque entier j € [1, n], on a également
G(MT) = 4;(M) =1,

et tout le monde est ravi.
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b. Les adeptes du produit matriciel d’Arthur Cayley ne pouvant s’opposer a

£,(M)

(M)
MXO = . )

)

I’égalité souhaitée est lumineuse. Nous nous permettons d’ajouter que, compte tenu de la
précédente, nous avons a 1’avenant

M"Xo = X,.

c. Nous nous appuyons a nouveau sur 1’opération du roi Arthur selon laquelle
(M)
Xo = M:M) et M'X,
(M)
et nos mirettes font le reste.

d. C’est encore une valse !

> Soit ¢ et j appartenant a

et la positivité des ent

> Soiti € [1,n].

on réverse a la pa

la derniere égalité procédant, du bout de la lorgnette, de Tanon dépendance de j des M;y,.
Le physio est alors mis a contribution. Il trahit que pour chaque entier k € [1,n] on a

> My =M =1,

Jj=1
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et il poursuit dans la foulée avec

> Mg = 6i(M) =1.
k=1

Voila donc en bref que
L;(MM') =1,
et ¢’est une excellente chose.

> Soit pour finir j € [1, n]. On démontre mutatis mutandis que

CORRIGE

¢(MM') =1,

et nous pouvons changer de question.

9.a. Apres avoir ingurgité une énorme dose d’antalgique, nous sommes pazye

er. En conséquence
deOoudel;

> Soit maintenant j € [1, n], nous avons cette fois

Cj (Mo) = Z 6ia(j)a
i=1
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et il ne reste délicieusement que
¢(Mo) = do(j)0(5) = 1.

La matrice M, est donc bien bistochastique. Poursuivons.

Soit i et j appartenant & [1, n]. Nous savons par définition que
T
(Mg)i5 = (Ms)ji = b0,
et par une simple pirouette bijective, il est tres facile de relever que
Ojo(i) = Oig=1(j);
vu que
j=o() & i=a""(j).
Nous proposons donc 7 = ¢!, et tout le monde est aux anges.

c. La premiere partie de la question n’est qu’u
matriciellement par
My M,

La puissante et récente question a pe

et une officielle nouveau s
ainsi que 1’égalité

d. Soito € S,,. No

et compte tenu de ¢

chronique d’une
e. Le « exactement » impose une gestion de

> Soit a nouveau o € S,,. Symbole de Konecke ous avons déja apercu que
chaque ligne et chaque colonne de M, contiennent une fois le réel 1 et n — 1 fois le réel 0.

> Considérons maintenant et réciproquement une matrice M de M,,(R) possédant
cette propriété. Soit j appartenant a [1, n]. Nous définissons alors o(j) comme étant la
« latitude » de I’'unique 1 de la j%" colonne de M. Nous insistons sur le fait que chaque
colonne de M ayant un et un seul 1,0 estune genuine application de [1, n] dans lui-méme.
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Nous allons maintenant montrer que o est injective. Si par 1’absurde elle ne 1’est pas, il
existe, dans [1, n] deux entiers différents i et j tels que

(i) = a(j)

et grice a la définition « latitudinale » de o cela signifie que la ligne de numéro o (i)
contient au moins deux « 1 » dont un est situé en longitude ¢ et I’autre en longitude j. Cela
fait évidemment désordre et o est bel et bien injective. On rappelle alors un important
résultat de la théorie des ensembles finis.

FINITUDE ET BIJECTIVITE

Soit £ un ensemble fini et f une application de £ dans lui-méme. On a alor.
équivalences logiques
f injective <& f surjective & f bijective.

Notre application ¢ est donc dorénavant une permutation de [1,n] et sa
latitudinale fait précisément que

CORRIGE

n

Vi € [1,n],

Autant dire alors que

ce qui nous permet de

toutes les matrices de A,, sont
aloir que 0 ou 1, selon I’éternelle

Autant dire alors que A = B chr uvelle extrémalité annoncée.

11.a. Un composée de deux permutatio '\ est bien slr encore un élément de 5,, et
il s’ensuit déja que ¢, est donc une application de .S,, dans lui-méme. Considérons alors
manu militari 1) o + 7~ o a. C’est pour la méme raison une application de S,, dans
lui-méme et c’est tres mentalement qu’elle vérifie

prov = oy, =1Ids, .
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Nul ne peut alors ignorer que cela entraine la bijectivité de ¢ .

La composition ayant de grandes vertus distributives nous avons maintenant
1 1
f‘rop:m Z frofa:m Z froo
oESh ocES,
la toute derniére égalité reposant la récente 9.c. Le changement d’« indice »
o =r1o00
et la toute récente bijectivité font alors et trés lumineusement que
1 1
ol Z froazm Z for =p,
oSy o'€Sn

a telle enseigne qu’effectivement
frop=p.

b. Toujours pour de distributives raisons, il ne fai
ce qui d’apres la précédente, se tr:

le texte ayant aimable
d. L’égalité ensemb

> Supposons que

Sm fcr(x) =,

la définition de p et cardinal font sans cri

plr) =z,

ce qui, vague his

N

ienne a I’image de p et
n projecteur et I’ensemble
,en I’occurrence f, op = p,

> Supposons
annongons o € S,,. Les liens indestructibles ent:
de ses points fixes font que p fixe x et la récente égali
nous amene au point x a

fo(z) ==z
et tout le monde est charmé.

d. Nous procédons a nouveau en deux temps.
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> Soit o € 5, grice a la linéarité et a la définition de f,, nous avons
n n

folmo) = foler) =Y ey,

i=1 1

i=

et comme o n’est quune permutation des entiers de [1, n]), nous avons également

fg (xo) = ZX9.
Ainsi et depuis quelques secondes, x( appartient a [m p et par conséquent

Vectzy C Imp.

CORRIGE

> Supposons, réciproquement, que x soit un élément de Im p. Comme il es
élément de R™ et qu’une certaine base canonique traine dans le passage, i
scalaires a1, ..., a, tels que

Soit alors j appartenant a [2, n]
dire la permutation qui écha
sans conteste

s alors

les termes sa cac ¢ P re. Comme

par le méme argument de changeme
que

que celui développé supra nous avangons
P =P

La matrice / est donc désormais symétrique réelle et ¢’est assurément la matrice de p dans
notre base canonique qui est officiellement orthonormale. L' importante caractérisation
matricielle de la symétrie fait alors que p est un endomorphisme symétrique de R" et le
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lecteur aware siat bien que les projecteurs symétriques sont exactement les projecteurs
orthogonaux. On avance, on avance !

Quand on sait ce sur quoi les projecteurs projettent, on doit deviner, depuis le récent d,
que p est le projecteur orthogonal sur Vect z, et c’est ici que nous allons apprécier une
nouveauté officielle que 1’on pourrait appeler « matrices de projecteurs orthogonaux et
bases orthonormales ». Dans ce qui suit, nous appliquons tout simplement un protocole
de cours auquel le lecteur dubitatif est chargé de se reporter. Nous le déroulons par étapes.

> Une base orthonormale de Vect z( est bien évidemment constituée du seul vecteur

Zo
U= —"

vn
> Le vecteur colonne associé a ce dernier dans la base canonique est tranquillement

)
-

la colonne X ayant été croisée lors de la huitieme question.

U

> Il faut alors officiellement savoir que
P=

et I’on en déduit de memoria que

ou J,, est la retentissante

f- Mis a part, pour ce
sera a jamais no comm

12.a. Le produit MT-
lui et, via I’éternelle fi

tr(M"-

la derniere égalité

b. En prenant ju.
et nous allons no

> La précédente question montre déja que (
dans R.

> Vu la toute proche égalité (1), la symétrie de ( | )

> Soit M un élément de FE fixé. La lin€arité de
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découle trés naturellement de celle de la sommation.

> Soit M une matrice non nulle de E. Toujours grice a la trés pratique formule (1),

nous avons :
(M| M)=3"> M
i=1j=1

I s’agit d’'une somme de réels positifs non tous nuls et nous ne craignons donc pas
d’affirmer que :

(M |M)>0

I This scalar product s’appelle produit scalaire de Schur-Hilbert-Schmidt. D’aucu,
qualifient également de produit scalaire canonique sur M,,(R). La raison en est q
nous rangeons dans une seule et méme colonne les n? éléments d’une matric
réelle d’ordre n, la formule (1) stipule que ( | ) n’est rien d’autre que le prod
canonique sur R™” et cela aurait d’ailleurs pu constituer une preuve pour le
de la présente question...

CORRIGE

I Précisons, juste pour enfoncer le clou que nous avons le choix entre
(M| N)=tr(M

ainsi qu’entre

et nous optons ici pour la so s entrées, a telle enseigne que

1Mo — M5 = 4(a = ).

(*) On aurait pu, tout aussi bien, passer également par la somme des carrés des entrées conformément a la remarque précédente.
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Apres avoir échappé au piege le plus sournois de la fin du college(*), nous terminons
notre calcul en beauté sur
[ Mo — Mplly = 2|a — f].

Comme il ne fait aucun doute que
-1<a-p<1,

il s’avere que | — ] < 1, et 1 majore déja I’ensemble

{la =81 | (a.8) € 7%},

et a simplement regarder la situation o = 1 et § = 0, ce majorant est atteint et tout le
monde sait qu’un majorant atteint est un maximum. Bref

M, — Mpg||, =2,
max, [ 8lly

ce qui devrait s’écrire

0(Ag) =2.
I Le sup du diametre qui généralement n’est q
et cela vaut bien la peine d’étre souligné.

e. Nous avons déja signalé que
I’omniprésent J et par conséque
sorte que

Seulement voila, le

et nous passons a

f. Soit M et
apparait déja qu

appartenant a A,,. D’apres la d’Al Kashi, il

15 = 13115 — 2 (

La positivité s fameuses entrées révélant

n

(M|N)=%"

i—1 j=1

Le piege le plus redoutable — et redouté — de la classe de troisieme. Combien de potaches ont foiré leur brevet des colleges

pour avoir naivement cru que, pour z réel, Va2 = x alors qu'en réalité vVz2 = |z| ?
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nous déduisons que
1M = N3 < M3+ INT3,

et ¢’est ainsi griace a la précédente que

M —N|2 < 2n.

Il reste alors a prendre les carrés par la racine...

g. Soit 7 un élément de S,, quelconque pour I’instant. Nous avons déja été informés de

(Mg | M) =D 61007 2),

i=1 j=1

CORRIGE

et il suffit de mettre en place une permutation 7 telle que
Vi e [1,n], 7(1) # o (i),

pour exiger la victoire ! Le lecteur assidu vérifiera aisément que la shifte

Vi € [1,n],

fait farpaitement 1’ affai

h. Larécente
I’ensemble

persuader que le st un‘majorant de

N, | (M,N) e A7}

choisissons 7 comme i
ore, ous avons

it dans la question précédente.

sant sur la toute proch
., M) qui appartie

re majorant supra est donc
epuis une certaine question 9.b.

la remarque concernant les acolytes étant encore une fois d’actualité. Notons

pour finir qu’il est écrit que
6(An) = ”Ma - M7.||2,

et qu’une tres vieille question,en I’occurrence la 7, stipule alors que M., est extrémal. Nous
retrouvons ainsi, par une bien jolie méthode, I’extrémalité des matrices de permutation.
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13.a. 11 suffit d’observer visuellement que

F, = (ﬁ Ke‘réi) n ( ﬁ Kercj),
i=1 j=1

et de ne pas avoir égaré qu’une intersection de sous-espaces vectoriel...

b. Nous mettons en place ici une notion qui va nous étre utile par la suite. Soit A une
matrice carrée d’ordre n — 1. On souhaite la border par une colonne de hauteur n et une
ligne de largeur n pour obtenir une matrice (n,n) « genre »

n—1
Vie[l,bn—=1], Bin=-> Ay et Vj

j=1

e, en 1’occurrence B,,,,,
ble une légere angoisse

en priant, cependant pour que le gugus e
trop dans le mood ! On peut avoir en e
a deux contraintes a repecter qui s

n—1

nn — _Zanv

Jj=1

et qui n’ont pas intéré s | Seulement voila, la chan écidément

de notre coté puisque

n—1 n—1ln—1

By =

La matrice B sera

scalaire — sur les matrices.

> Définissons alors W sur M,,_ (R) par
VA € My=1(R), U(A) = bord(A).

Nous nous sommes décarcassés pour que ¥ applique M,,_1 (R) dan F,, et sa linéarité ne
mérite pas beaucoup plus d’égards que celle de sa cousine P.
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> Ensuite et parce que nous avons tout fait pour — on borde, on déborde ! — il est
manifeste que
Pod = Ian et Vod = IdMn—l(R)7

chronique d’une bijectivité — et donc d’une isomorphie — totalement annoncées.

Lorsque deux espaces vectoriels sont isomorphes ils ont la méme dimension et quand I’on
connait parfaitement ses classiques on doit asséner

dimF, = (n— 1)

14.a. A trés bien y regarder, la premidre partie a révélé que les points extrémaux d
sont exactement
10 0 1
I = [0 1} et J= [1 0],

qui sont d’authentiques matrices de permutation.

CORRIGE

b. Nous nous permettons une remarque liminaire a propos de ces matric
appelées aussi « unités matricielles » du format (n,n). Il est bien connu
une base de M, (R) appelée d’ailleurs canonique et que

éme
11 Tm

En outre, parce que

us en déduisons que

ant retourner a nos m

en somme directe et 1’on aurait
n) < dimM,(R),

I’inégalité procédant de I'inconto éoreme du sous-espace. Seulement voila, étant
donné notre liminaire remarque

dimH +dimF, =2n+ (n—-12=n?+1

ce qui dépasse un peu trop la dimension n? de notre cher M, (R)...

c. La question est un peu sévere !
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> On commence par noter que, vu la linéarité des ¢; et autres c;, on a pour n’importe
quelle valeur de ¢ et n’importe quelle valeur de 7 et j,

él(Qt) =1 et cj(Qt) =1,

puisque M appartienta A,, et que IV se pavane dans F},. Ce ne sont donc pas les sommes
ad hoc égales a 1 qui posent probléeme pour I’appartenance de @), a A,, et ¢’est donc la
positivité des (Q¢);; qui est au ceeur du débat que nous allons animer sur-le-champ.

> Les origines de la matrice /N font aussi qu’elle est non nulle et qu’il existe des
scalaires o, . . . , iy, tels que

2n

N= E akEikjkv
k=1

et pour virer les « 0 » inutiles et indésirables nous pouvons a loisir considérer 1I’ensemble
ouvertement non vide
K={ke[l,2n] | ax#0},

a telle enseigne que, pour n’importe quelle valeur di

Q=M+t

Ilestalors temps de s’ organiser un p
unités matricielles. Soit (4, j) u

> Si(4, ) n’estpas ouk € K,ilestabsol neux
que

dont la positivité large r depuis la genese !

> En revanch ) est I'un des (i, ji) e ion, o

Lok Mikjk +toy,
en ayant rappelé, m; dive et parce qu’il faut toujou ocher, que

iwje > 0 et ag

xe et anodin.

Voici alors un ge
UN LEMME TA

Soit a un réel
Uimplication

rictement positif, b un réel réel quelconque. On a

et
|t|<% = a+tb>

Pour gérer parfaitement les nombreux & en question, nous proposons

€ = min —kx
keK |Oék|
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qui est un authentique réel strictement positif et, minimum oblige, si [¢| < ¢, le lemme
taquin nous garantit toutes les positivités espérées !

" Nous vous avions prévenu...

d. Choisissons, parce qu’il y a la place, un réel ¢ non nul dans 1’ouvert |—¢, €[. Son
compere —t appartient également a cet ouvert et les matrices @; et (Q_; sont donc déja
dans A,,. Nous avons en outre et trivialement

_ Qi+ Q-
B 2

M

alors que les matrices @, et ()_; sont différentes puisque ¢ et N sont non nuls.

Pour une extrémale, cela est une énaurme contradiction !

CORRIGE

e. Supposons par 1’absurde que foutes les colonnes aient au moins deux te
nuls. A bien y compter, cela en ferait au moins 2n dans le carré, ce qui est défi

On découpe H' et K’ en blocs de quatre suivant le patron de la découpe de la matrice M’
et leurs nouvelles écritures ont alors le genre

[

K= K, K
Hs Hy ’

Ks Ky
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On leur fait naturellement correspondre les matrices

_ 0 _ _ 0 :
H,y : Hy K : Ko
0 0
H=10 0 0 0 et K=1|0 0 1 0 01,
0
Hj : Hy K3 : Ky
L 0 i L 0 i

qui, a la surprise générale, et les yeux dans les clous, appartiennent a A,, et vérifient
aisément

H+ K
M = T
2
Comme M est par essence extrémale, on déduit que H = K, etil en résulte dans la foulée
que
H =K'

h. L’hypothese de récurrence stipule que M’ e
la question 9.e elle ne présente ainsi sur cha
autres éléments étant nuls. Les liens étroit
via

font alors et de visu, sollicitée

une derniere fois.

I Nous avons ainsi
les matrices de per
Birkhoff et date d

tabli que les points ext
bre résultat est di au

ont, exactement,
éricain Garrett
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MATHEMATIQUES

DUREE: 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction,
la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une par,
importante dans [’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible
résultats de leurs calculs.

1ls ne doivent faire usage d’aucun document: [’utilisation
calculatrice et de tout matériel électronique est interdi
lutilisation d’une regle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui
une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et
composition en expliquant les raisons des initiatives
a prendre.

SUJET

e R,,[X] Despace vectoriel des polyndmes ients réels de degré

& le polyndme de R, [X] défini par :

- x)y k.
On pose pour tout k € [0,2], Ax = X* et (Ao, A1, ..., Ay) la base canonique de R,[X].
Soit T}, application définie sur R,[X] telle que : ¥ P € Ra[X], (Ta(P))(X) = Z P( )B,, ©(X).

1. Dans cette question uniguement, on choisit n = 2.
a) Déterminer la matrice K5 de la famille (By,0, Ba,1, B2,2) dans la base Cy.
b) En déduire que la famille (Bg,o, B, Bzvg) est une base de Ro[X].
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c) Calculer T5(Ag), T2(A1) et T>(As); déterminer la matrice Ha de T3 dans la base Co.
Préciser les valeurs propres et les sous-espaces propres de Ts.

N

. On revient au cas général o n est un entier supérieur ou égal d 1.
a) Montrer que la famille (By, 0, Bn,1, . .., Bn,x) est libre; en déduire que cette famille est une base de R,[X].
b) Montrer que I'application 7;, est un automorphisme de R.,[X].
¢) Calculer T;,(Ag) et montrer que T5,(A4;) = A;.
d) Montrer que pour tout k € [0, 7], le degré du polynéme T,,(A) est égal & k.
Pour établir ce résultat, on pourra utiliser la propriété suivante que l’on ne demande pas de démontrer :

vk € [0,n=1], (Tn(Ake) (X) = X (1 = X)(Ta(A40)) (X) + X (To(40)) (X)

ot (T (Ap))” est le polynsme dérivé de T, (Ay).
e) Pour tout k € [0, n], soit ay le cefficient de X* du polynéme T}, (Ax). Calculer ay en fonction de k et 7.
L’automorphisme 7}, est-il diagonalisable ?

n
Soit f une fonction continue sur [0,1]. On pose : Vn € N* et Vz € [0,1], fa(2) = Zf(%)Bﬂ,k(z).
k=0

&

Soit z € [0, 1]. Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé et pour tout n € N*, soit Z, une variable aléatoire définie
T N = _ 5

sur cet espace suivant la loi binomiale de parametres n et z. Pour tout n € N*, on pose : Z,, = —:;1 .

a) Montrer que la suite de variables aléatoires (Z,)n>1 converge en probabilité vers le réel 2.

b) Justifier I'existence de M = %31)]{‘ fl-

nement : U, = [|f(7n) - f(2)| > 5]-

ntraire de U,.

¢) Soit € un réel strictement positif. Pour tout n € N*, soit U,

On note 1y, la variable indicatrice de 1’évé t U, ¢
Etablir Iinégalité : |f(Zn) — f(2)| < 2Mx 1y, +¢
d) Montrer que nli{{looE(f(Zn)) = f(z). En déd fa(2) = f(2).

inom(n,z) renvoie une réalisati

d’une certaine quantité.
la mise en ceuvre de :eu des. Lesquelles ?

4.a) Compléter le code Scilab suivant afin qu’
loi binomiale de parametres n et z.

function Z=binom(n,z)

endfunction
b) Soit une fonction Scil,
function y=f(x)
if x==0 then y=0
endfunction
z=0.4
On considére le code Sc;
n=100 ; N=1000
8=0
for k=1:N
S=S+f (binom(
end
disp(S/N)
Ce code affiche
Cette valeur affi
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Partie II. Les polynémes d’interpolation de Lagrange

5. Soit n € N* et xg, 21, ..., 2, des réels deux & deux distincts. Soit ® 'application de R,,[X] dans R"+1
telle que : VP € R, [X], ®(P) = (P(:::o), P(iy)yoss P(zn)).
a) Montrer que I’application ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
b) On note (eg, €1, .. -, €x) la base canonique de R™*! avec g = (1,9,0,...,0), e = (0,1,0,...,0) ,
et e, = (0,0,0,...,1). Pour tout i € [0,n], on note L; le polynéme de R,[X] tel que ®(L;) = ¢;.
X — .
T; — Tk

Montrer que pour tout i € [0,n], on a: L;(X) = H
kefo,n]
ki

¢) Soit ¥ I'application définie sur (R, [X])2 par:V(P,Q) € (R.,.[X])z, ¥(P,Q) = iP(zk)Q(zk).
k=0

Vérifier que W est un produit scalaire sur R, [X]. On munit alors R,[X] de ce produit scalaire.
Montrer que (Lo, L1, . .., L,) est une base orthonormée de R,[X].
d) Expliciter la matrice A de passage de la base (Lo, L1, ..., L,) & la base canonique C, de R,][.
e) Soit f une fonction continue sur R & valeurs réelles.
Montrer que pour tout n € N*, il existe un unique polynéme de R, [X], noté Py, vérifiant

Py(0) = f(xo), Pr(x1) = f(21),- -, Ps(an) = f(zn)-
On dit que Py est le polynéme d’interpolation de la fonction f aux points xo, 21, . .,
Exprimer Py dans la base (Lo, Ly, ..., Ly).

=

. Soit g, Zy1, ..., zy des réels appartenant A
Soit f une fonction de classe C "+ s
On note Py le polyndme d’interp,

d’interpolation de la foncti

a) Etablir Iexistenc

1

@ 5 - T (6) xw ().

2k
pose :zk,n=—l+7-
1
n note f, la fonction définie sur R; Ts(z) peo g
our tout p > 0, on note P, 6me d’interpolation aux points Zon, Z1,n,- .-, Zan

n

pose . (X) = [ (

k=0,
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Cette partie se propose de mettre en évidence des conditions suffisantes de convergence de la suite (Py, n(x))
vers fo(x) pour x appartenant & un intervalle I C R.

n>1

7.a) Justifier que la fonction f, est de classe C* sur R..

b) Montrer que pour tout n € N* et pour tout z € R, on a : [f,g")(a:)| = |f,(,")(—a:)|.

1 o2 qyk
¢) Montrer que pour tout réel z vérifiant |z| < p, ona : Zi = Z rae 22k,
0

8. Dans cette question, on admet le résultat qui suit.

Pour tout k € N, soit Ay la fonction définie sur R par : Ay(t) =t*. Soit R un réel strictement positif.
Soit (ur)ren une suite réelle. On suppose que pour tout t € |—R, R, la série de terme général upxAg(t) est
convergente ; on note ¢(t) sa somme.

+o0
Alors, la fonction ¢ est de classe C* sur|—R, R etVt €]—R, R etVn € N*, on a : ¢™(t) =Zukfoc")(t).
k=0

Soit p > 0. On pose : Vz €]—p, p[, v(z) = pop
P, o

a) Déterminer les réels p et ¢ pour lesquels on a : Va €]—p, p[, v(z) = .
p—z pt+z

b) Comparer pour tout n € N* et pour tout x €]—p, p[, [v™ ()] et [v(")(~a)|.

1
¢) Montrer que pour tout z € |—p, p[ et pour tout n € N*, on a : | £ ()| < Por [0 (z)|.

=1
g
g
5
m
T
I
o
=
<
g
8
Y
e
G
s
2
&
£
2

a) Etablir les inégalités : |wn(z)| <

b) A Taide de la formule de Stirli

entier ng tel que pour t —1,1] : |wa(z)| < (%
¢) Déduire des questios

pour tout z € [—1,1]

10.a) On pose : Vp > 0,

Montrer que la fonct:
b) Montrer que la for

¢) Montrer qu’il exi;

d) On note 7 le no:

Vérifier que poj
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11. La fonction Arctan est codée dans le langage Scilab par atan.
Le programme suivant renvoie une valeur approchée dun réel s & 0.001 prés.
function z=G(x) ; z=(1/2)*(log((1+x~2)/4))+x*(atan(1/x)) ; endfunction
u=0.25; v=1;
while (v-u)> 0.001 do
if G((utv)/2)>0 then v=(u+v)/2; end
if G((ut+v)/2)< 0 then u=(ut+v)/2; end
if G((u+v)/2)==0 then v=(u+v)/2; v=(u+v)/2; end

end
disp ((utv)/2)
a) Quelle est la méthode mise en ceuvre dans ce programme ? Donner une équation vérifiée par so.
b) Comparer so et po.
12. Pour tout n € N*, on pose : Sp(X) =1 — (X2 +p2)PfP,n(X)A
a) Montrer que le polynéme w;,, divise le polynéme S,,.

b) Montrer que le polynéme Py, ;, est pair.
1
¢) Pour tout n € N*, on pose : y, =1 — i Exprimer |wy(y,)| en fonction de n.

r
Trouver un équivalent de |wy(yx)| lorsque n tend vers +co, de la forme X o™, ol T €f nt des
strictement positifs que 'on déterminera.

d) On admet sans démonstration que : 1i w(ip)| — nH(p)) = 0.

Déduire de ce résultat admis et d ion 12.¢), un

est impair.
o(2) = P, n(2)] = £ -
'»(2) = Py, n(z)| = +oo (phénoméne de Runge).

Dans les questions 13 et 14, on

13.a) Montrer que wy(ip)
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CORRIGE

Par Jean-Louis Roque, external lecturer a ESSEC Business School
(jlroque@me.com).

Partie 1

Soit n € N*. Nous observons avant toute chose que
vk € [0,n], deg B, = n.

En conséquence, la famille
(Bn,07 Bn,h ey Bn,n)

est définitivement formée de polyndmes appartenant a R,,[X].

En outre, au vu et au su ce que nous venons de narrer, il apparait que 7}, appliqu Q
trés tranquillement R,,[X] dans lui méme et sa linéarité n’est qu'une mince affaire

distributivité, de définition des opérations fonction de summation linearity.

bref, 7}, est un authentique endomorphisme de 4
ainsi noté depuis au moin;
t nous ne voyons pas i

Enfin, pour chaque entier naturel &, le mon
de naissance de I’arriere-grand-mere de
noter autrement.

Toutes ces choses, nous ne les

1.a. Nous avons trés natu;

onales entries sont
onnes forment une famille

b. La matrice
différentes de 0.
libre, liberté qui

(B2,0, Ba 1,

Celle-ci est désormais une famille dans R5[X], libre e longueur 3. Comme cette
derniere est précisément la dimension de notre espace polynomial, la famille

(B2,0, Ba,1, Ba,2)

est effectivement une base de Ry[X], comme en atteste la caractérisation des bases en
dimension finie.

c. Notre valeureux lecteur trouvera sans stress

X+ X2

T(l)=1 ; D(X)=X ; T 5

w
=
g
=
=
4
—
(9]
)
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et grice au protocole de matricialisation, nous parviendrons ensemble a

C’est assez trigonalement que nous assénons

Spec Hy = {1,1/2}

et apres quelques résolutions de systémes, il n’est pas vraiment difficile de parvenir

CORRIGE

) et El/g(Hg):Vect( —01

By (Hs) = Vect(
1

’

1
0
0

o = O

E(T2) = et Ey/p(T2) = Vect(
2.a. Afin de nous si idérons les cou
Br=XF1-X

la question pour la f:

(ﬁﬂ?"':/ﬁn)

allégée

et nous en déduisons que la matrice velle famille dans la base C,, est trigonale
inférieure ses diagonales entries étant tout ment égales a 1.1l s’agit donc d’une matrice
inversible et notre liberté s’en déduit par I’argumentation affichée lors de la question 1.a.

LA METHODE DE VALUATION
Elle permet de réparer une tres injuste discrimination de notre bible officielle. Pour un
polyndme non nul P, il y a certes son terme non nul de plus grande puissance, maisil y a

L
=)
g
-
=
2
o
o
0p
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également son terme non nul de plus petite puissance. La plus grande puissance en question
est officielle, elle s’appelle « degré » de P et se note deg P. Curieusement, la plus petite
puissance en question est sauvagement ignorée, elle s’appelle pourtant « valuation » du
polyndme P et se note val(P).

Par exemple le polynéme
6174

oy X
i=13
est de degré 6174 et de valuation 13.
Cela étant, nul ne peut ignorer que toute famille de polyndmes non nuls ayant des degrés

deux a deux distincts est une famille libre, et I’on démontre, mutatis mutandis, que c’est
également le cas des familles de polyndmes non nuls ayant des valuations deux a deux

distinctes. Comme c’est ouvertement le cas de la famille (5o, . . . , 8, ), nous pouvons nous
tourner vers la troisieme méthode.

LA METHODE DE L'OPERATEUR

Elle va sembler copieusement parachutée, mais elle fortement inspirée de la propriété qu,

le texte nous demande docilement d’admettre quelques lignes plus bas.

UP)=—-X .
Comme la dérivation envoie linéai i=méme, il est serei
que U est un endomorphisme de constater qu

T
*Xk“l’n_kaﬂkl
n n ’

ter a part la position k& = ace a un énorme
déduisons que

la polynomiale attit
coup de chance lor

Is U(X*) e R,[X

et il n’en faut pa
le devoir de con

er que U stabilise R, | avons alors le droit et
rphisme u que U induftisur t cela dessine un

nouveau venu
u e L(Ry[X])
opérateur & co ue, car apres quel S ins, le lecteur assidu
finira(*) par d
n
Parce qu’ils sont évidemment non nuls, les vecteu ..y Bn, sont désormais des

vecteurs propres de 1’adorable u, attachés a des valeurs propres qui ont bien I’air d’étre

(*) 11 devra cependant, au nom de la polynomiale attitude, distinguer les trois situations k=0,k=n et 1<k<n—1.
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deux a deux distinctes. Et, comme nous le savons bien, cela est aussi un sérieux gage de
liberté ! La famille (5o, ..., 8n), désormais libre et de longueur n + 1, est une genuine
base de I’espace vectoriel R,,[X] puisque ce dernier est précisément de dimension n + 1
et que, au risque de radoter, il existe sur le marché une précieuse caractérisation des bases
en dimension finie.

Notons pour en terminer que

vk € [[O,TL]], Bn,k = (Z)ﬂka

et que les coefficients du bindme que nous avons sous notre nez ne sont absolumen
nuls. En conséquence, le propriétés acquises par la famille (5;) — la liberté, pui:

basitude — se transmettent de facon filiale a sa cousine Q

Ainsieta ieher de n+ 1 raCines apparemment
ut s’agir que du polyndome
’espace ambiant est de
rme la caractérisation

CORRIGE

(Bn,O» Bn,h ey Bn,n)

et nous pouvons envisager la suite.

b. Soit P appartenant au noyau de 7,

ui se traduit par

Lafamille (B,, 1 )o<
allegrement que

nul. L’e est donc désormais injegtif et co
i es galons d’automorphi

dimension finie.

ce qui permet au physio de revendiquer, binomialement, les égalités

To(X) (&) = %E(B(n, 2)) = a.

L
=)
g
-
=
2
o
o
0p
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Les deux polyndmes 7, (X) et X coincident donc sur [0, 1] et comme ce dernier est un
ensemble infini, il ne fait plus aucun doute que

T.(X) = X.

d. Comme nous n’aimons pas trop admettre les choses nous allons démontrer la grosse
égalité en question et c’est ’occasion de ressortir le gentil endomorphisme u et les
polyndmes [3; mis en place quelques lignes plus haut. Soit donc k appartenanta [0, n—1].
Nous avons par définition

=50 () =

Lapplication de la linéaire u fait alors que

i

T,(X%)) = (—) )
a0 = 32() (7))
et comme nous n’avons pas oublié 1’extréme propr [ selon laquelle

nous atterrissons sur

u(To( = T (X,

e reconnaissance facial
érée et c’est bien.

la derniere égalité p
admise par le texte

! La grosse ité

Nous revenons ma
procédant par récu;

, puis en
[1,n].
, notre cas singulier est 1

> Vu que depui

> Nous avons
notre récurrence

emment que 75, (X) = initialise parfaitement

> Supposons our un entier k véri
1<k<n,

nous ayons d. =k. i le T,,(X") et nous faisons

termes de degré <k

(*) Ce sont les nécessités inévitables de la récurrence finie !

w
=
g
=
=
4
—
(9]
)
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alors que

XT,(X*)=aX 4 o

termes de degré <k

Il ressort de ce magma et de la grosse égalité que

Tn(Xk—H) _ (1 _ E)an"‘l G
n —

termes de degré <k

et comme nos hypotheses obligent

CORRIGE

(=)o

notre inductive affaire semble bien engagée.

e. Nous venons d’apprendre a I’instant que
Vk e [1,n—1],

et il se trouve providentiellemen
avons donc en réalité

1l est alors tre

omorphisme 7;, dans
onaux de cette matri

de T;, sont au nombre de n et sont
exactement
5 Q.

Nous mettons alors en avant deux choses capitales.

> Comme depuis le récent 2.c, les deux vecteurs 1 et X appartiennent a E4(7;,) et
parce que la famille (1, X') est libre, nous arguons déja que

L
=)
g
-
=
2
o
o
0p
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> Vu que — never forget! — un sous-espace propre n’est jamais nul, nous nous
arrogeons également

vk € [2,n], dim€E,, (T,,) > 1.
Il en résulte sans trembler que
dimE(T},) + dimEa, (T,) + -+ -+ dimE,, (1) = n + 1,
ou encore
dimEy(T},) + dimEn, (T3,) + - - - + dimE,, (T7,) = dimR,[X], (1)

et il est maintenant I’heure de rappeler aux amnésiques le dogme suivant :

LA REGLE DU NON-DEPASSEMENT

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et ¢ un endomorphisme de E. Toute somme,
de dimensions d’espaces « genre » E5(¢) attachés a des scalaires \ deux a deux distinc,
ne peut, en aucun cas, dépasser la dimension ambiante, en I’occurrence dim E.

1

Comme nous avons précisé que 1, as . . ., ayy, SO
résulte de cette précieuse regle que

dimE (T,,) + dim Eq, (T,

La synthése des inégalités (1) e ous avons la su

dimEy(T,) +

]:
imkE,, (T,) = dimR,,

qui, comme nous le sa essaire suffisance de di isabilité de T,

appelée parfois « con

3. Nous commengons

2N

ernstein attachés 3
ie étroitement a la

sont appelés polyn,
découvrir une pro

a. Soit n € N*, La variable Z,, étant finie, elléposs oments de tous les ordres
et nous avons en particulier la linéaire

E(in) - M =z,

n

puis la quadratique

SCIENTIFIQUE

ANNALES CCIR 2017-2018 | 189

https://vertuprepas.com/

978-2-7590-3637-0_Annales-HEC-2017_BAT.indd 189 13/10/2017 11:35


https://vertuprepas.com/

le coté B(n, z) de Z,, ayant éveillé quelques uns de nos souvenirs.
Soit alors € > 0. Vu ce que nous venons de narrer, I’inégalité¢ de Jules Bienaymé et

Pafnouti Tchebychev, appliquée ici a la variable Z,,, s’écrit sur-le-champ

— z(1—2)
p(IZn — 2 >¢€) < — =

et il en résulte by squeeze que

p(1Zn — 2| >€) —— 0,

n—+oo

chronique d’une convergence en probabilité annoncée. . .

CORRIGE

b. La fonction | f| est,comme sa consceur f, continue sur le segment [0, 1]. Un i
théoreme d’optimisation de Karl Weierstrass stipule alors qu’elle y possede un

" Nous rassurons notre lecteur en indiquant qu’elle y posseéde également un
mais que celui-ci ne doit pas passionner les foules a cet endroit. . .

c. Au vu et au su de son coté binomial, les valeurs de la variable
au segment [0, n] et celles de sa dulci
trouve étre précisément le domai

parfaitement définie et c’est u

Cependant I’histoire ne
mais, pour ne pas pe
comptant. Procéd

se organisationnelle.

U,,, nos indics nous i

|f(Zn(w

est d’actualité dans ce premier cas.

&.Si w appartient a U ,,, nous avons a contrario

|f(Zn(w)) = f(2)] <6,

L
=)
g
-
=
2
o
o
0p
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et comme nous sommes cette fois informés que h(w) = €, nous pouvons envisager la
suite.

d. Nous conservons les dispositions de la question précédente en y apportant 1’ évidente
amélioration selon laquelle

‘f(?n) - f(z)| <2M1, +e,
les indicatrices ayant rarement 1’occasion de dépaser 1 ! La finitude de nos variables nous
donnant toute raison d’espérer, la précieuse linéacroissance du green operator améne
tranquillement et dans un premier temps a

E|f(Z,) = f(2)] < 2Mp(Uy) +e.

Lofficielle inégalité triangulaire de 1’espérance se charge, quant a elle, de nous rappeler
que

[B(f(Zn) = F(2)| < E[f(Z0) - £(2)]

inégalité qui, profitant d’une gentille linéarisation & gauche, se métamorphose en

[E(f(Zn)) = f(2)] <

ce qui, transitivement, nous amene in fine a

et le fantastique thé

Il en émane tout

2Mp(Uy) —— &
n—-+oo
roduit un entier ng Q
2 no, 2 nhAI €
) — <

ce qui, de mani

11 résulte alors de I'inégalité (3) supra que

Vn = no, [E(f(Zn) 2e,

(*) 11 eut cependant officiellement fallu que f soit continue sur R tout entier mais comme elle I’est sur le segment [0,1], il ne doit

pas étre insurmontable de la prolonger a R, en toute continuité, s’entend...
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et méme si I’honneur n’est pas sauf — on termine sur 2¢ et non sur € | —, nous avons bel
et bien fini par établir que

E(f(Z0) = 1)
1l reste alors a ne pas avoir égaré le théoreme de transfert qui rend compte de 1’égalité
Vn € N*, E(f(Zn)) = fu(z),

qui n’est pas vraiment pour nous déplaire.

" Nous avons finalement démontré que, lorsque f est continue sur [0, 1], la suite des
polynomes de Bernstein converge simplement vers f sur [0, 1], ce qui signifie tout béte
que

V2e[0,1],  Uim fu(2) = f(2)

CORRIGE

Ce résultat a été obtenu a la fin du récent d.

Ainsi, pour foute fonction f continue sur [0, 1], il existe une suite de p i
converge simplement vers f sur [0,1]. Ce résultat pourrait étre appe,
d’approximation de Weierstrass » du pauvre, car le vrai, le beau, le gr:
Karl assure qu’en réalité, il existe unesuite de polyndmes qui converg
vers f sur [0, 1], ce qui est more a

<
thédreme
ifo. e

)

4.a. C’est dans un « grand »

Z = binom(n, z)
d(1,1,’bin’, n, 2)

7, que la fonction f ic est bien continue sur
ntielle étant que, selon une tres prépondérance,

rlnz —— 0.
o
e entier k € [1,N], le ge notre boucle for ajoute
“une variable aléatoire, ons e méme loi que f(Z,) a

ands nombre répond a I’app

f(Zn,l) aF f(

P

E(f(Zn)).

N—+o0

(*) Le lecteur curieux désirant savoir ce qu’est une telle convergence pourra avantageusement saisir la locution « convergence

uniforme » dans son favorite search engine et essayer d’en décrypter toute la nuance !
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Le code en question affiche donc une valeur approchée de I’espérance de f(Z,,), et la
méthode employée ici a de sérieuses origines monégasques !

Partie 2

5.a. Nous nous organisons en trois temps.

> Quand on sait bien compter, il est clair que ® applique bien R,,[X] dans R" !, une
des raisons essentielles étant que les fonctions polyndmes sont définies partout, partout !

> La linéarité de @ n’est qu’une formalité s’appuyant uniquement sur les définitions
des opérations sur les polynomes et sur les listes.

> Soit P appartenant a Ker ®. Autant dire alors que
P(xg) = P(x1) == P(x,) =0,
ce qui, au vu et au su de nos hypotheses, procure au polyndéme P pas moins de n + 1
racines différentes. Vu sa situation géographique — au cceur de R,,[X] — son avenir es

plutdt sombre et nous avons donc

Ker® = {0

L’application linéaire ¢ est donc déso
sont deux espaces vectoriels réels ay:
I’occurrence I’entier n + 1, la conc
isomorphismes en méme dimensi

ve, mais comme R, [X]
nt, la méme dimensio

bolesque caractg i
« delta » de Leopold , nous
e I'existence — et aussi I'u — de ce
de compte
n]], Ll(.'l?k) = 6ik ((S)

xy, pour lesquels k& # ¢ sont des s différentes du
estsitué dans R,, [ X ous savons bien compter,
, telle que

n
Li=c[[(x A7),
%
Comme nous avons également L;(x;) = 1, on a obli ent

1

c= ———>

[T@i=a)

k=
ki

b. Soit 7 appartenant a [0
avons

et la désormais biject
polynoéme L; € R,,[X

1l en résulte, en pa;
polynéme L;, et co
il doit exister une

o

Iy

o

By
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a telle enseigne qu’effectivement

" Les polyndmes L; sont les fameux polyndmes de Joseph-Louis Lagrange attachés a la
liste sans répétition (xo, . . ., x,,). La propriété selon laquelle

Vi e [0,n], Vke[0,n], Li(zk) = dik,

est a n’en pas douter, le plus important attribut de ce genre de polynomes. Nous n
référerons sous le nom de J-property.

CORRIGE

c. Nous attaquons I’affaire en cinq points.

> Les fonctions polynomiales étant définies partout, partout, il est manj
applique bien R, [X|xR,,[X] dans R.

> La symétrie de ¥ se passe de tout commentaire.

> On fixe @ € R, [X]. La linéarit “application

repose essentielle:
opérations sur

vérifiant

(P, P) =0,

Ce produit scalaire a égalem
ala liste

X))

11 nous faut maintenant causer d’orthonormalité. Nous nous y prenons en deux temps.

(*) Pan; pan!

L
=)
g
-
=
2
o
o
0p

194 1 ANNALES CCIR 2017-2018

ps://vertuprepas.com/

978-2-7590-3637-0_Annales-HEC-2017_BAT.indd 194 13/10/2017 11:35


https://vertuprepas.com/

> Soit 7 et j deux entiers appartenant a [0, n], Grice a I’incontournable d-property
lagrangienne, nous avons tour a tour

\I/(Li,Lj) = ZLi(xk)Lj(xk) = Z(Sikéjk,
k=0 k=0

ce qui, apres la toujours aussi délicieuse gestion des symboles de Leopold — tout
particulicrement le second — se réduit comme peau de chagrin a

La famille (Lo, L1, ..., L,) est donc dorénavant orthonormale et c’est une excellente
nouvelle.

> Everybody knows que les familles orthonormales sont libres et notre famille est donc
bien une base de R,,[X] puisqu’elle est de surcroit — et ouvertement ! — de longueur ad

hoc et que nous avons déja cité I’efficace caractérisation des bases en dimension finie.
I Le texte aurait pu caser ici un précieux complément, a savoir 1’écriture d’un polynd
quelconque P € R,,[X] sur cette prodigieuse base. décidons donc de comble
manque.

L officielle propriété « coordonnées dans un

Seulement voila, pour cha $ avons successiveme

\I/(P, L k) = XR:P(Ik)(s,k =

k=0

la d-property et les dé
Bref, la réponse a no

ayant eu, en core une foi

relation fondame agrange ».

d. Soit j € [0,
de mettre sur le

us venons, a I’instant,

Xj = ZxZL“

=0

et le protocole « passage » qu’il faut impérativement maitriser, stipule que

-,
A= 2] ] ocign-
0<j<n
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I Cette derniére matrice s’appelle matrice d’ Alexandre Théophile Vandermonde attachée
alaliste (xg,1,...,,) et on la trouve dans la littérature sous le look

V(w07 Tlyeney mn)

e. Nous pouvons avantageusement reformuler notre problématique par le biais de
I’application @ du début de cette partie. A bien y regarder, on désire tout simplement
I’existence et I'unicité d’un certain polynéme Py € R,,[X] qui vérifie

q)(Pf) = (f(xO)a f(xl)a RS f(xn))a

et comme depuis une fort belle lurette, ® est bijective. . .

CORRIGE

Pour finir, nous profitons de notre derniére pépite (IDL), car elle témoigne déja de, ite

&

polyndéme w...

n dépit de la timi

vVt € R,

b. Le tout début de la question p uement de la raison d’étre du polynome
interpolateur @) ¢ . La suite repose sur le ¢ ue résultat d’analyse que voila, qui, méme
s’il n’est pas totalement officiel, est souvent traité en classe par le professeur !

LE LEMME DE ROLLE

Soit I un intervalle quelcongue de R et m un entier naturel non nul. Soit également f une
application de I dans R qui vérifie
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> f est continue sur I ;

o
> f est dérivable m fois sur Uintérieur I de 1.

On suppose que la fonction f s’annule en m + 1 points distincts de 1. Alors,
deel, ™ (e) = 0.

PREUVE
Nous allons établir par récurrence finie sur i que, pour tout i € [1,m], la fonction f(*)

o
s’annule au moins m — i + 1 fois dans I, ce qui, en y choisissant ¢ = m, ne pourra que
nous combler définitivement.

> Nous trions en croissant les m + 1 annulations de f et nous obtenons ainsi m + 1
zéros ag, - . ., a,, de f dans I tels que

apg < ap < -0 < Q.

Nos lumineuses hypotheéses font que, pour chaque entier & € [0, m — 1], la fonctio
satisfait aux quatre nécessités du théoréme originel e entre ay et ax41,a Savoi

ap # a1 5 f(
continuité sur le segment [ay,, ay,

11 existe donc un réel ¢, € Jay, ai,

et comme nous avons 1’

nous sommes bien
I’initialisation est in

nulations de f’, ouve

ur un entier ¢ vérifia
ints de 1’intérieur de

> Supposons mai
s’annule en au moi
en croissant, metto

et, pour chaque
Ioriginel a f(*)
A bien y regarder, cela devrait nous procurer p
ce qui nous permet de revenir a nos ovins.

La fonction i posseéde dorénavant n 4 2 zéros distincts situés dans ’intervalle [a, b] et vu
I’immense classe des fonctions poynomiales, elle est de classe C"+! sur [a, b] ce qui est
beacoup plus qu’il n’en faut pour lui appliquer le précédent lemme en ayant fait les choix
judicieux

I=la,b] et m=n+1.
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En conséquence, il existe bel et bien un réel — pourquoi ne pas le nommer 6! — situé
dans I'intérieur de [a, b], & savoir

I =]a,b],
qui est tel que 2"+ (9) = 0, and Bob’s your uncle !

c. The tricky guy writes

vt ela,b],  f(t) = Prt) = h(t) + Qs (t) — Pr(t) = h(t) + dw(t),

la derniere €galité procédant du délicieux mais récent a, et apres une légale dérivation a
I’ordre n + 1, il apparait linéairement que

CORRIGE

veefa,b],  fOU@E) = D) + (n+ 116,

puisque d’une part, nulle est la dérivée (n+4-1)" d’un polyndme de R,, [ X] et g

précieuse égalité

qui en révele un petit peu pl

Il nous revient mainte
son mot a dire ; no

| est continue sur ce
plus haut elle y possede

loisir de choisir = ¢ et il existe donc

(*) Au risque de radoter, nous rappelons qu’il est trés vexant pour un max, de se faire bassement appeler sup. Nous avons a

chaque fois une pensée émue pour Hervé Christiani et sa liberté...
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et quand on maitrise la notion de maximum...

En bref et compte tenu de notre nostalgique rectification, nous revendiquons

vt € [a, b], [f(t) — Pr(t)] < x[w(t)]x 11[1%]X|f("+1)|,

1
(n+1)!

Partie 3

7. Le texte précise que, dorénavant, I’entier n sera autorisé a bouger.

11 il est des lors tres louable d’afficher la dépendance a n des uns et des autres et cela
nous ameéne, par exemple, aux notations « genre » zj, ,,. Comme nous trouvons lourdes
ces dispositions truffées de n, et si cela ne dérange personne, nous ne les utiliserons pas
systématiquement.

Cependant, lorsque n se décidera a jouer véritablement les filles de 1’air, nous serons
vigilants et nous aviserons !

a. Puisque p n’est pas nul, la fonction polynomiale
T+

estde classe C*° sur R et ne s’y annule jamai

b. La fonction f, est nouvellement
y manifester une certaine parité.

la fonction f,(,") ala méme p

c. Soit x un réel vérifi

Puisqu’a I’évidence | omvergence de
la série 3~ a*, ainsi

Le remplacement
conduisent alors

vrai visage et inuscules aménagements

400
IEICEE 4
k=0 P v

et le salut passe enfin par une gentille division par le non nul p?.

8. Le théoreme que le texte admet a cet endroit est un des fondamentaux d’une tres
belle théorie analytique appelée « étude des séries entieres ». Nous sommes nombreux
a avoir souvent demandé que cette artillerie lourde soit au programme de nos classes,
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mais malheureusement sans succes et nous sommes donc bel et bien obligés de nous
sousmettre...

A coté de cela, et autant le mettre en place tout de suite, le méme serial geometer justifiera
comme au précédent 7.c que I’on a également

oo 2k
v E]—p,p[, v(z) = Z ok
k=0 P

égalité que nous gardons sur le feu pour I’instant.

a. Le texte est catégorique. Il a bien dit déterminer « les » réels et non déte
« des » réels et il s’agit donc d’une genuine problématique d’existence et d’unicité
nous allons gérer par analyse-synthese.
ANALYSE

Supposons que le couple (p, ¢) soit convenable. Aprés une tranquille réducti e
dénominateur il apparait que

CORRIGE

Va €]-p, pl, —q)z+p(p+q) =p°.

Comme I"ouvert |—p, p[ est un

are infinitely matchi

=0 et ptqg=p,

elle lurette que pn’est tobligatoirement

p:q:—!

s savoir qu’une telle ¢ se regle inéluctablement

qu’une formalité qu 0 vinitude du couple

la laissons, as usual, a la voué lecteur.

. Lintervalle |—p, p[ est sy
manifestement de classe C* et paire.
nous assénons

apport a 0 et notre fonction v y est
ors exactement comme au récent 7.b, que

VneN', Vaoel-ppl, ()| =" (-2)

c. Soit x appartenant a I’ouvert |—p, pl[.

L
=)
g
-
=
2
o
o
0p

200 I ANNALES CCIR 2017-2018

ps://vertuprepas.com/

978-2-7590-3637-0_Annales-HEC-2017_BAT.indd 200 13/10/2017 11:35


https://vertuprepas.com/

(*) On rappelle qu’il est totalement interdit de « trianguler » les séries semi-convergentes et pour cause !

978-2-7590-3637-0_Annales-HEC-2017_BAT.indd 201 13/10/2017 11:35

Soit n € N*. Grace au théoreme de dérivation des séries entieres — le bazooka que nous

avons admis ! — la série .
Z (_1) ( 2k)(") (BAZOO)
Pz x
k>0
est convergente et nous avons
R (n)
2k n
[ (2) = 2 Z ,
k=0

o, une fois n’est pas coutume, nous nous sommes autorisés une notation, certes un peu
exotique — mais 6 combien pratique parfois | — des dérivées successives.

Nous ressortons maintenant 1’égalité qui mijote plus haut au début du 8 et la méme rockette
antichar, nous apprend cette fois que la nouvelle série

> p—ik (@)™, (ANTICHAR)

converge a son tour et que

La situation pourrait sembler
problémes de signe, mais f
persuader que, pour tirer
ce que nous Supposo:

Cette désormais posi ire maous costaud.

Elle révele en effet

uence énorme pour ne p

(:c%) (n) >0,

puisque le dérivat cut ignorer I’arrangem

An m2k—n
Zk) (n) _ 2k

Ces précieuses ¢ série (BAZOO) n’est
autre que sa voi édui ie (BAZOO) estabsolument
convergente. i ¢ triangulaire(*) et voila
donc au bout
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ce qui, parce que v(") (x) est ici positif, s’écrit éxactement
(n) Lo
£, ()] < p—zlv (@)]-
Disons pour finir, que nous avons déja indiqué que les questions 7.0 et 8.b se chargeraient

de régler en douceur le cas de la négativité de x, et nous envigeasons maintenant de
changer de question.

I Indépendamment des bazookas et autres rockettes,la question est loin d’étre anodine. Le
crux de ’affaire est la 1égalisation de la « triangulation » de la série définissant fp(") (z)!
Nous pensons qu’il y a sirement d’autres facons de parvenir a la convergence ab

de cette série — arguments « genre » bindme négatif, par exemple — mais nous avo
finalement opté pour I’artillerie lourde.

d. Soit n € N*. 1l est tres facile — et trés classique — de justifier que les fg 4@

CORRIGE

r— —— et T

p— pt+x

iemes

ont pour dérivées n respectives

ot 1)"n!
= —
(p+ )™+
Nous laissons au lec n assurer indu . te alors de
la toute proche triangulée, que
pn! 1
@”<3{@t—mz+@+ =)

puisque, e valuation. Supposons

s les rouages. La précédente question
rs aisément au résultat souhaité.

9. Nous rappelons que, au tout début rtie 3 et pour des raisons de légereté, nous
avons demandé I’autorisation de noter siniplement et sporadiquement xy, le heavy xy, ,.
Cela étant et a tres bien y regarder, le réel = appartient a la réunion

n—1

U ]wi,ZCiH[

i=0
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et comme il s’agit d’une réunion ouvertement « disjointe », il existe effectivement un
unique entier k£ € [0,n — 1] tel que x appartienne a |z, Ty41[. Everything is therefore
under control !

a. Soit ¢ appartenant a [0, n]. Nous devons faire la part des choses.

> Si¢ < k, vula position idyllique de « et la définition des x; nous avons tour a tour
2 .
|z —zi| =0 —x; <@gy —; = E(k—z—l—l).
> Sii > k+ 1, au su de la méme paradisiaque situation, nous avons cette fois
lv — 2| =2 —2 <@ — 2y, <

Etant maintenant entendu que

n k
wa(@)] = [[lz = 2il = ][ lz —
=0 =0

c’est dans une douce ambiance de positivit
nous conduit tranquillement a

fwa(e)l < (28

Seulement voila, la fact

k
I

et nous avons déja f:
11 nous reste mainte
ou, ce qui revient

k+1< >
comme ’affirme une certaine et importante fo: « trois factorielles ». Mais
profitant également d’une incontestable symétrie bino: ,nous allons plutot établir que

n
< .
k+1\(n_k)

Here we go'!
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Nous remarquons tout bétement que les ensembles
Mn—Fk 5 2n—-k+1] 5 - ;5 [k+1,n],

sont de genuine parties a n — k éléments de I’ensemble [1,n] et comme k est provi-
dentiellement différent de n, elles ont le bon goiit d’étre distinctes. En conséquence et
parce que nous savons bien compter, nous disposons déja de k + 1 parties différentes de
[1,n] ayant, chacune, le cardinal n — k et les zélés dénombreurs savent bien que [1, n] a
exactement et au total
n
(")

sous-ensembles de cardinal n — k. So...

CORRIGE

I Nous faisons remarquer que I’hypothese & < n est loin d’étre anodine dans ce
C’est absolument gréce a elle que les ensembles

Ln—Fk 5 [2on—k+1] 5 -
sont différents et qu’il y en a donc k
qu’en revanche, si k = n, nos ens

a donc qu’un seul ! Enfin et his
dans ce cas douteux I’inégali

et (by,) les deux suites défi

2\ n+1
a, = (—) xn! et
n

Ace a 1’équivalence de
ouve tres facilement que

Soit maintenant n > ng et « € [~1, 1] et organisons-nous gentiment.

& Six est'un des réels z; ,,, nous avons w, (x) = 0 et les palmipedes échappent a la
wooden leg !
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> Six n’est pas I'un des x; ,,, la récente question a s’est chargée de mettre en avant
[wn ()] < an,
ce qui, transitivement, et parce que n est plus grand que ng, débouche sur
|wn ()] < bn,

a notre plus grande satisfaction.

I Cette question 9.b a une formulation hyper précise. Sa quantification ressemble a quelque
chose du genre
Ing € N*, Vn>=ny, Vzel[-1,1],

et un tel ordre dans I’empilement des quantificateurs interdit de proposer un entier 7
dépendant d’un éventuel réel = et c’est fort heureusement le cas de notre ny dévoilé
supra. Le lecteur curieux ayant pris le temps de creuser ’uniforme remarque suivant la
question 3.d rapprochera ses tergiversations de cette non dépendance...

c. Soit a nouveau n > ng, x € [—1, 1] et supposons suffisamment que

nous avons déja

|fo() I

*|wn (2)|x max

Les questions 8.d et 9

[wn (z

la 8.d étant tout a f:
dans le shaker, on

e car la suffisance (S ~On place tout cela
devrait en ressortir enre

La fameuse sufficiency qui nous accompagne uleuse situation

2

e(p—1)

tout individu ayant assidiment suivi la classe de premicre scientifique pourra conclure
par squeeze que

<1,

X

fo(x) = Py, n(2) P 0,
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ce qui n’est pas pour nous défriser !

" Nous relangons encore une fois le lecteur avide en lui faisant remarquer, qu’ici, la suite
de polyndmes (P, ,,) converge uniformément vers f, sur [—1,1].

10. Nous faisons valoir que, lorsque p n’est pas nul, la fonction

t— In(t? + p?)

est carrément de classe C™ sur le segment [—1,1]. Elle y est donc assurément continue
et notre intégrale est d’une netteté impeccable ce qui est, pour le moins, une excellente
nouvelle.

En outre, et parce que I’intégrande est lumineusement paire, nous n’ignorons pas qu

Q

CORRIGE

1/t
H(p) = 5/0 (2 + p?)dt.

a. En partie grace a ce que nous venons de narrer, les deux fonctions

L officiel thé

1
dt
+22/ —-
Py

ur compréhensif d’accepter docilement
a facile intégration(*)

1
t
/%I[AC
o t2Ep P

(*) 11 peut étre bon de connaitre par coeur les primitives de t»—>(t2 +a? )" 1 lorsque a est non nul.

1

%)} = %Arctan(%)’

0
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a telle enseigne que le résultat des courses devrait finalement étre
1 9 1
H(p) = 5In(1+ /%) 1+ pArctan(—) :
p
Si nous ajoutons a cela que sans I’ombre d’un doute

1
In(l+p?) ——0 et Arctan(-) —— —>
p—0 p—0 2
p>0 p p>0

il est assez difficile de s’opposer a

H(p) — -1, ‘
p>0
et nous réussissons effectivement le prolongement par continuité souhaité en décretant
que H(0) = —1.
b. Vu les propriétés de classe des logarithmes et autres arctangentes, la fonction H e
ouvertement de classe C>° sur R’} et 1’on trouve aisé
ongée, la fonction H est
continue sur R.. Nous rappelons théoréme de
voici.

CONTINUITE, DERIVABIL NIE
Soit I un intervalle de I dans R. On suppose que

3 f'(x) >0. &o

Vp>0,  H'(p)

En outre, et maintenant qu’elle a été j

i. [ est continue sur

ii. f est dérivable s

i1t. ona

Alors, Uapplication nt croissante sur I

Grice a ce tres fon
année ! — la fon
positivement inco

e — il devrait figu us les cours de premiere
ictement croissan lus, comme il est

w’

H(p) —— +oc.
p—+00

Vp>0, H(p) >

nous avons sans 1’aide d’aucun antalgique

Toutes ces précieuses informations et le grand théoreme de la bijection font alors,
inéluctablement, que H réalise une bijection strictement croissante de R sur [—1, +o00].

w
=
g
=
=
4
—
(9]
)
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I Il se trouve, en réalité, que H est ici dérivable en zéro et que H'(0) > 0. Nous aurions
donc pu nous dispenser des finesses du théoreme de Lagrange évoqué plus haut, mais
pourquoi se priver d’un outil qui se moque, comme de sa premiere chemise, des faiblesses
de dérivabilité aux bornes de I’intervalle 1 ?

c. Le réel —1 + In2 appartient a I'ouvert |—1,+o00[ et, bijection oblige, il existe
effectivement un unique réel po dans I’ouvert R tel que

Nous allons alors, en avant-premiére, utiliser la fonction G qui pointera son bout de
a la prochaine question 11, en I’occurence la différence

CORRIGE

G:x— H(z)—(In2-1),

dont le tableau de signe devrait facilement ressembler a

cette stricte talement, des deux é

Q
2

’

3 ; 2In2<2ln

connue de I’homme de la rue ! ple coup d’ceil a notre

ourtant mis le paquet oins de trois décimales !

lyndéme w,, sont visil s’agit des fameux réels y, , .

Wn (2 P — Ik,n)y

et que par conjugaison de ce produit, nous avons également

n

wa(ip). = [ (~ip = @),

k=0

L
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g
-
=
2
o
o
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les quantités déja réelles étant, as wusual, dispensées de conjugaison. Il en résulte
mécaniquement que

n

wn (ip)|? = wn (ip) xwy(ip) = H(Zp = k) (=P — Tkn),
k=0

ce qu’une identité remarquable du feenager transforme magnifiquement en

n

lwn(ip)? = [[ (0> + 27...)-

k=0
I Notons, au passage, que cette égalité fournit une nouvelle preuve de la premiére partie

de la question. La prise de logarithme, doublement légitimée, et une division par le non
nul n, conduisent alors facilement a

1
—ln|wn(zp Zlnp +xkn)— Zl( 1+2— )
ous nous sommes autorisé

o, hlst01re de mettre un peu de beurre dans les é epm

Il'y a maintenant de la somme de Ri
le partage

t, et depuis lani

est la subdivion régulie n n parts et comme L est provi
ment continue sur ce s éoreme de Darboux- n stipule sans
sourciller que

et puisque

nous avons a 1’ave;

" Nous nous devons d’insister sur un point de co iculicrement important. Le
professeur a dii préciser en classe qu’il y a, grosso modo, deux types de sommes de
Riemann de rang n et qui ont les looks respectifs
k
a+—(b—a )
(a0

(a—|— S(b — a)) et
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et ce sont elles qui sont concernées par le théoréme de Darboux-Riemann. Une somme
de genre

2o o)
k=0

n’est pas, au sens académique du terme, une somme de Riemann, et c’est ce qui explique
nos petits ajustements supra.

11.a. Juste pour le fun nous vous suggérons de la jouer en gcm avec les trois réponses
possibles que voici :

4. la méthode rose ;

1. la méthode Coué ;

CORRIGE

i1i. la méthode de dichotomie.

Cela étant, on décrypte sur la premiére ligne de code que, mettons pour un .

G(z) = %111(1 J;xz) +mArctan(%) =H(x)+1—-112;

la derniére égalité reposant sur un

Comme le role de la méthod,
donner des valeurs appro
est a priori chargé d’
qui, vu la deuxie

classical

Yu > —1 < u.

également qu’un arctange j érieur & /2 et selon I’approximation
2 textuellement fournie, o e ln2 > 0.6. Comme enfin, I’homme
de la rue sait que 7 < 3.2, il devr

et notre pg est définitivement situé entre 0.25 et 1.

En conclusion notre code donne une valeur approchée a 10~2 prés du fameux py alias sg.
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I 11 se trouve que 1/3 pouvait également faire I’affaire en lieu et place de 0.25 et les
calculs a virgules auraient ét€ un petit peu plus simples, mais a peine...

b. Nous pensons avoir déja répondu a cette question !

12. Remarquons avant tout que .S,, est un polyndome et aux derniéres nouvelles il devrait
méme appartenir a R,,; 2[X]. Nous saurons nous en souvenir...

a. Soit k appartenant a [0, n]. Interpolation oblige, nous avons
Pry (i) = Tola) = -
, TE) = Tp) = ———7>
Tom P xi + p2
et il s’ensuit dans la foulée que
Sh (mk) =0.
Les ;. sont donc désormais des zéros de S,,, et comme ils sont différents...

b. 11y a une chose que nous n’avons pas eu 1’occasion d’utiliser jusqu’ici et qui, par |
suite, va avoir énormément de poids. Il s’agit de la remarque, judicieuse et facile, selg
laquelle

vk € [0,n],

que nous avons baptisée (SYM) parce qu’
symétriques par rapport a 0. Il est alors
d’indices et autres classiques manip

vk € [0,n]

précieuse propriété qui
réel. Nous avons

que la toute récente

L’éternel change
et la parité de f,

, la propriété (sym)

chronique d’une parité annoncée...

c. On trouve tres facilement

1 n
lwn(yn)l = 7 kl_[(% -1,
=1
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le sempiternel changement d’indice countdown ayant encore une fois été mis a contribu-
tion, et comme nul ne peut ignorer les formules dites des doubles factorielles rappelées
infra, on obtient déja

(2n)!

Iwn(yn)| = onpl ’ﬂ"+1 '

11 suffit alors de déterrer I’équivalence de James et Abraham pour voir apparaitre en beauté
)l ~ ()"
WniYn 77«4:”00 n (6) ’
quelques spectaculaires simplifications ayant, deci dela, jalonné le parcours. Les
strictement positifs
2
T=V2 et o=>2:
€

sont donc assurément les bienvenus !

CORRIGE

I Cette présentation d’équivalence demandée par le texte n’est pas du tout ation

Etant entendu que

une petite piqlire de rappel.

1
classique factorielle descend ches une par une alors
les descend deux par lle est motée avec deux points
i LXK

1) = (;pz))!!’

nous préférons et de loin la no

que le lecteur, s’il ne les a jamais p etrouvera sans peine muni d’un crayon a

papier et d’un confetti

d. Attention, le résultat admis est faux ! On a en réalité

, : 1 )
dim (W fwntip) - nH(p)) = 5 n(1+ p2).
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mais, fort heureusement, cela ne va pas chambouler le cours de I’ histoire. La sempiternelle
continuité de la fonction exponentielle et notre légendaire habileté en expologmania
doivent normalement nous conduire a

|wn(ip)]

n—-+oo

et comme les « fleches » vers des limites non nulles(*) peuvent se transformer allégrement
en équivalence, nous nous permettons de revendiquer

wnlip)l |~ 1+ p2 e,

—

et le nouvel aspect de 1’équivalence du récent ¢ nous dépose en douceur sur

[w0n (yn)] 2 e (H (po)—H(p))
T ~ X .
[wn(ip)| n—toe V 14 p? n

13.a. Comme nous I’avons déja découvert lors de la question 10.d nous avons wl
égalité qui, lorsque 1’on sait compte: i Q

la derniére version
propriété (SYM) de
atrds et a la pertine

(ip - xn—k,n)
ouvelle imparité de n et sur la sav se

*indice cuenta

Etant égal 2 son
nul depuis une fi

5 P

Depuis les conclusions de la question 12.a, le
nous rappelons que

ise le polynéme S, et nous

degw, =n+1 et degsS, <n-+2,

(*) Limites nulles s’ abstenir !'!

ANNALES CCIR 2017-2018 1 213

https://vertuprepas.com/

978-2-7590-3637-0_Annales-HEC-2017_BAT.indd 213

w
=
g
=
=
4
—
(9]
)

13/10/2017 11:35


https://vertuprepas.com/

a telle enseigne qu’il doit indéniablement exister deux réels a et b tels que
Sy = (aX + b)wy,.

Comme il est patent que S, (ip) = 1, de sorte que

aip+b=

s

wy (ip)

puisque, au risque de battre la breloque, notre ami w, (ip) n’est pas nul. Comme notre
camarade est depuis peu foncierement réel et, comme depuis beaucoup plus longtem
le réel p n’est pas nul, il s’avere que

CORRIGE

a=0 et b= -
wy(ip)

a telle enseigne que

P A bien e de validité de la précé
ité la totalité de R !

bien siir, dans I’'unique but louable

fp( n)x |w'ﬂ(yn)| N

S i)

et comme il semble bien que
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nous sommes en droit d’espérer que

1
To(yn) W T 2

puisque les « fleches vers les non nuls »...

Mezalor, en rapprochant cela de I’équivalence de la 13.d, nous proclamons haut et fort

en(H(po)~H(p))
[folyn) = Py ()l o x>

ol ~ est une constante strictement positive que, pour des raisons purement esthétiques,
nous ne jugeons pas nécessaire d’étaler. Seulement voila, il est ici précisé que 0 < p < pg,
et si I’on en croit une certaine croissance stricte, il devrait se révéler que

H(po) = H(p) > 0.

Comme il existe sur le marché un arsenal de prépondérances classiques appelé parf
catalogue des « croissances comparées », nous nou d’asséner que

|fﬂ(yn) - Pf,,,n

b. La fonction | f, — P, | est
o>

Selon I’'important théoreme d’

posseéde carrément un maxi

Cela étant, et parce qu
que

Le récent a et un so
I Cette pathologie

mis un sacré coup
leurs limites.

David Tolmé Runge, a
pirations ont parfois

Qui pourrait en effet imaginer perdre de la préci e ultipliant le nombre de points
d’une interpolation ? And yet...
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