MATHEMATIQUES

DUREE : 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la
EM clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante
LYON dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les resultats

de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisationgde. toite

calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seule Lutilisation

d'une regle graduée est autorisée.

Si au cours de l'épreuve, un candidat repére ce qui lui Semible étre une

erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivrais@ composition

en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera améné agprendre.

Suuer o ™1

PROBLEMEA

On note E le R-espace vectoriel des applications de R dans [Ngohtinnes, £, le R-espace vectoriel des
applications dg R dans B de classe €. On remarquera que Ey est inclliisydans E.

On note, pour tout élément f de £, T(f) 'application dé Bydans R définie, pour tout = € R, par :
T()@) =3 o SO
-1
Partie I : | Propriétés générales de T
1. Etablir que, pour tout élément f de E, T( £) apparfient & F, et que, pour tout z € R :
(T()) ()= + 1) ¥ f(z — 1)).
On note T': B — B Papplication qui, & f#@ssogie T
2. Montrer que T est un endomorphigigé de %
3. Est-ce que T est surjectif?

4. Soit f € E. Montrer que, si f est pair¢ (z€8pectivement impaire), alors 7°( f) est paire (respective-
ment impaire).
A cet effet, on pourra utiliser le changement de variable u = —t dans une intégrale.

=51

+o0
Soit f € E. Montrer que, si I'intégrale / f(t)dt converge, alors T'(f)(z) tend vers 0 lorsque
J—oo

x tend vers +-oc et lorsque z tend vers —oo.
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6. On note s : R — R Papplication qui, 4 tout t € R, associe s(t) = sin(wt).
Calculer T'(s). Est-ce que 7" est injectif 7

Partie I : Premier exemple

On note, pour tout a € R : foiR— R, i+ fu(t) =e*.

7. Calculer, pour tout a € R et tout z € B, T'(f,)(z).
et — =0

On note : p:R— R, cu—}gp(a)={ 2a EEm

1 sia=0.

8. Etablir: Yae€R, T(f.) = p(a)fa.
9. Montrer que ¢ est dérivable sur R et calculer, pour tout a € R, ¢'(a).
Etudier, selon a € R, le signe de e*(a — 1) + e %(a + 1). Q

En déduire les variations de i et tracer Pallure de sa représentation graphique.
10. En déduire que, pour tout A € [1;+oc], il existe f € E — {0} tel que : T(f) = \f;

Partie ITI : Deuxiéme exemple

Onnote: h:R—R, t—h(l) =

11. Vérifier h € E et calculer, pour tou
A cet effet, on remarquera que

12. Etudier les variations de
On précisera les tange

13. Est-ce que la récipr
pour tout élément

vers —oo, alors '

Partie IV :  Re
réelles

On note : F:1
de sorte que F(z) et on note :

F(y) - 2F(zy).

14. Montrer que érivées partielles premidres de H

tout (z,y) €

15. Etablir que H admet un point critigue et un on calculera.
On note (xo, o) les coordonnées de ce point critique.

16. On admet que H est de classe €7 sur |1 4-00[? et que
aFH '
%(%,yﬂ') MR- 1077 et ﬁ(-’b‘n:!}n) ~—4,5.107%

FH
Bz W)= B2y

Est-ce que H admet un extrémum local sur |1;+oo[2?
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Partie V : Transformée d’une densité
Soit f € E. On suppose, dans cette partie, que f est une densité.
17. Montrer, pour tout (A, B) de R? :
B 1 B+1 1 A1 1 B+1 1 =1
[ rn@a-; [ @-af@au-; [ a-ar@da; [ @ [ e
A B-1 A1 At A

1 B4
18. Montrer: ¥YBeR, [§/B : (B—m)f{x}d:cIST(f)(B}.

B+1

En déduire la limite de % f (B — z)f(x) dz lorsque B tend vers +oc.

B=1

19. Btablir que T(f) est aussi une densité.

PROBLEME 2

Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Pour tout i de [1;n], on note V; la m
celui de la i-itme ligne qui est égal 4

sont nuls, sauf
de M,,,(R).
Pour tout (i, 5) de [1;n]? on i a matrice E;; est la

matrice carrée de M, (R) d el ersection de la i-iéme ligne
et de la j-ieme colonne . est une hase de M, (R).

On considér M, (R) dans M, (R)
VM € Mu(R), ®a(M)

T %

3. Justifier que la matrice A est di M;(IR) et donner les valeurs propres de A.

On note B la base de M(IR) constituée des quatre matrices suivantes :
10 01 00 00
El.‘"= (0 O)I EL?:(U 0)1 'E-Z,lz(l 0); E23=([] 1)
4. Ferire la matrice de ®4 dans la base B, puis calculer le rang de cette matrice.

5. Déterminer les valeurs propres de @4 et montrer que 4 est diagonalisable.
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Partie ITI :  Etude du cas ol A est diagonalisable
On suppose, dans cette partie seulement, que la matrice A est diagonalisable dans M, (R).
6. Montrer que ‘A est diagonalisable dans M, (R) et que A et "4 ont les mémes valeurs propres.

7. Soient X,Y € M, ;(R) tels que X (resp. Y) est un vecteur propre de A (resp. de 'A).
Montrer que X *Y est un vecteur propre de ®4.

8. Solent (X, X5, ..., X,) et (¥7,Y5,...,Y,) deux bases de M, ;(R).
On note F la famille F = (X,-‘Y;)W)E{m],.

Montrer que, pour tout (i,7) de [1;n]? V;'V; appartient an sous-espace vectoriel de
engendré par F, et en déduire que la famille F est une base de M, (R).
9. Etablir que ®4 est diagonalisable.
10. Montrer que 'ensemble des valeurs propres de @4 est I'ensemble des différences A — ,u

jt déerivent les valeurs propres de A.
Partie IV : Etude d’un sous-espace propre de &, associé 4 une valeur p

Solent A une valeur propre non nulle de @, et T' € un vecteur propre associ o

11. A Paide d’un raisonnement par récu rer ;. Yk €N, ®,(TF)

12. En raisonnant par Uabsurde, mo entier ¢ de N* tel que - 0 et g<n’
On note p lentier de N* tel q
13.  Justifier qu'il existe X #£0.
Montrer que la f: ) est libre dans M, ; (R), et en e: p<m.

Partie V : Etude étri
nt, gue la matrice A étrig existe donc une matrice
A P est diagonale. O 7 Cy les colonnes de P,

Pour toutes matric elimpz 6 N = (13)0:; M, (), on définit :

On suppose, dans cet
P € Mp(R) ortho

(ig)e
14. Montrer que ] . ) est un produit
)% (M| N)
) de [[1;n]? calculer 'C; C;.

17. Pour tout (i, 7) de [1;n]?, déterminer les co
la valeur de (C;*C; | I,).

18. Pour tout (3, 7, k, £) de [1;m]*, caleuler (C; 'C; | Ci*Cy).

19.  On considere la famille G = (C:'C5) , ;i cinpz de Ma(R).

Montrer que G est une base orthonormée pour le produit scalaire (.|.) de M,(R) et que G est
constituée de vecteurs propres de ®4.

15. Montrer :
16. Pour tout (i

agonaux de la matrice C;"C} et en déduire
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