MATHEMATIQUES

DUREE : 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la

clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante EM
dans l'appréciation des copies. LYON
Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats

de leurs calculs.

1ls ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calgiila=

trice et de tout matériel électronique est interdite. Seule l'utilisation dume

regle graduée est autorisée.

Si au cours de l'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une

erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa compeSition

en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a préndres

Suuer o ™1

PROBLEME 1

Partie I : Etude d’une fonction f définie par une intégrale

+oo ~t
1. Montrer que, pour tout z € |0; +ool, l'intégrale / .':-I— = dt converge.
0
+oa e t
On note f :]0;+oco[ —+ R Iapplication définie, pour tout &€ |0; +edfpgpar : f(z) = f s dt.
0

el
T+1

1
2. Montrer : Vz €]0;+00[, f(z) = [ dt. En déduire ™ fifz) —, +oo.
J0 x =

3. Montrer : Vz €]0;+400], 0< f(z) < % En déduire » fia) s 0.
T ¥ — 4oo

‘i.m
4. Montrer que l'intégrale f te “dt conveyi@et que
: 1 1 +ol .
¥z €]0;+o00], rf(;r)—z‘g;jo te ddb

En déduire :  f(x) ~ =

r— 400 T

Partie II : Une autre expression intégrale de f

A - Dérivabilité et expression de la dérivée de f sous forme d’une intégrale

5. Soit (z,h) €]0;+o00[xR* tel que h > —%

i

+00 gt
a. Montrer que l'intégrale f (
0

|—f)2[“ converge.
Tt

z
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5 ir : = () - I I.
b. Etablir: Wt € [0;+o0], ‘h(

c. En déduire :

w
=
g
=
=
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400 ~t
6. En déduire que [ est dérivable sur [0; +o0[ et que : Yz €]0;+oo[, f'(z)=— f (:te-l-—tP dt.
0

7. Montrer, pour tout € ]0;+o00[ et tout (g, 4) €]0;1] x [1;+o0[ :

A -1 —A —E A ~1
f S dt=—C 45 —f T
. (z+1)? z+A z+e J, z+t

8. En déduire : Vz €]0;400], f'(z) = —% + f(z).

9. Montrer que f est de classe C? sur |0; +o0] et que : ¥z €]0;+cc], f"(z) = $+}"

B - Intervention d’une fonction auxiliaire g

On note g :]0; +oo[ — R I'application définie, pour tout z €]0; +oc], par :

10. Démontrer que g est dérivable sur |0;+oo et que: ¥z €]0;+00[, g'(z)

+00 -

11. Montrer que, pour tout z € ]0; oo, 'intégrale [ — du converge
u

x

+oo e ¥
Yz €]0;+oof, g(z) =f d

puis : Vz €]0;+oof, f(x)

+o0 ou

12. Montrer : /
xr

1 ~t
h,(t)={ i 32l

Partie 11 i
@ 5 >
On note icati éfinie, pour
14. Mon ité.
15. Soit i h pour ité. Montrer que X admet une espérance

Dans tout le probléme, n est un entier f
On note M,,(R) l'ensemble des matrices es réelles d'ordre n et M, ;(R) 'ensemble des matrices
réelles & une colonne et n lignes, nommées « matrices colonnes » dans la suite du probléme.

Si A € M,(R), alors “4 désigne la matrice transposée de A.

Si V e M, 1 (IR), alors 'V désigne la matrice transposée de V.

Si A€ M,(R) et si (i,5) € [1;n]? alors le coefficient de la ligne numéro i et de la colonme numéro 7
de A est noté a; ;, la matrice A est notée A = (a;;), S

vy
SiV=|: | &M, (R), alors la matrice colonne V est notée V = (v;)12izn-
Un
SiA= (a.-‘,-) 1¢ign € M, (IR), alors pour tout j € [1; 7], on note C;(A) la matrice colonne de M,, ;(R)

constituée des coefficients de la colonne numéro j de A. Ainsi : Cj(A) = (@i j)12i<n.
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Partie I : Un exemple

1
Soient Uy = Vo= _21 et Ag = Up Vo

1
2
3
4 -1
1. Vérifier que 0 est valeur propre de A4, et déterminer une base du sous-espace propre associé.
2. a. Calculer Ayly.

b. Montrer que A, est diagonalisable dans M, (R).

c. Déterminer une matrice diagonale D de My(R) et une matrice inversible P de My(R) telles

que Ag = PD P!,

Partie II : Trace d’une matrice carrée
Pour toute matrice carrée A = (g, J)l <ijinE M, (), on appelle trace de A et on note Tr(A) la

des coefficients diagonaux de A, c'est & dire Tr(A) = Za.-,,-.

i=1
3. Montrer que I'application Tr : M,(R) — R, A +—— Tr(A), est linéaire.
4. Montrer : ¥(A, B) € M,(R), Tr(AB) = Tx(BA).

c. Quel est le rang

7. Soit A € M,,(R)
a. Montrer qu'i

y; € R vérifiant :

b. En déduire

V de M, 1 (IR) telles que A = U'V.

8. Enoncer une

On considére d i i meéme espace probabilisé (€2, A, P).

7)), puis
M = (my5)s5 € Mu(R), Ux = (P(X = 1))} ) et)UY =(P(Y = i)]m‘" € M, (R).
9. On suppose, dans cette question, que les variab oires X et ¥ sont indépendantes.
Calculer Uy *Uy. En déduire que la matrice M est de rang 1.
10. On suppose, dans cette question, que la matrice M est de rang 1.
a. Montrer ;o Cy (M) + - + Co(M) = Ux.
b. En déduire que, pour tout j € [1;n], il existe B; € R tel que C;(M) = 8;Ux.
c. Montrer : ¥j € [1;n], P(Y =j)=8;.
d. En déduire que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
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Partie V : Une caractérisation des matrices de rang 1 diagonalisables

Soit A € M, (R) une matrice de rang 1. On note U et V deux matrices colonnes non nulles de M,, ; (R)
telles que A = U*'V et on note a = Tr(A).

11. Montrer que 0 est valeur propre de A et déterminer la dimension du sous-espace propre associé.
12. Montrer : 'VU = (a), puis : A% =aA.

13. Montrer que si a = 0, alors A n'est pas diagonalisable dans M,,(R).

14. On suppose a # 0. Calculer AU. Déduire des questions précédentes que A est diagonali

15. Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice de M, (R) de r
diagonalisable.

Partie VI : Construction d’un produit scalaire et d’'un endomorphisme syn}
16. Montrer que Papplication : (M, N}~ (M, N) = Tr(* M N) est un produit

On munit dorénavant M,,(R) de ce produit scalaire. n
On considére une matrice colonne V = (4;)1ciza € M, 1(R) telle que va =1
el

17. Montrer que S est une matrice symétrique de M, (IR) et que 5% = S.
18. a. Montrer que 'application ¢ :
b. Vérifier = ®. Que peu

c. On note e 'application i
Ker(® — e) sont sup,
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