MATHEMATIQUES

DUREE : 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction,
EDHEC la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part

importante de I’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possibleles

résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de toute calculatrice et

de tout matériel électronique est interdite. Seule ' utilis ‘
regle graduée est autorisée.
Si au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui | otre

une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie ivra sa
composition en expliquant les raisons des initiative:u [ amené

a prendre.

Suser QQ-

Exercice 1
Soit f1a fonetion définie par ©

V(x,p2)e R, f(xy,2)=
1) Montrer que f est de classe C2 sur R*.
2) Déterminer le seul point critique 4 de £
3) a) Caleuler les valeurs des dérivées pay

b) Former la hessienne de /au poinl
mifimum local en 4. Précizer la vale

d’ordre 24le fen A.
fier qu'elle est diagonale. Montrer que f présente un

4) a) Montrer que, pour tout (x, y, iy, =)= xe .
b) Que peut-on en deduire po 1 ftrouvé 4 la question 3b) 7
REs

1
contrainte linéaire (C) * { i Montrer que, sous

5) On souhaite étudier les extrema de viya

la contrainte (C), fprésente un minimum global au point (1,0,0) . Quelle est sa valeur ?
6) On souhzite maintenant étudier les extrema de fsous la contrainte (C') : x( ¥ +z +1)=1.

Monitrer que fposséde un maximum global sous la contrainte (C'). En quel point est-il atteint ? Quelle
est sa valeur ?
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Exercice 2
On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal i 2,
Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur le segment [0 8], ot O (theta) désigne un réel
strictement positif.
1) On note f une densité de X, F sa fonction de répartition, F(X) son espérance et V(X) sa
variance.

a) Rappeler I"expression explicite de F((x) en fonction dex et 6.

b) Donner les valeurs de E{X) et F'(X).

Dans la suite, on suppose que le réel 8 est inconnu et on en propose deux estimateurs. Pour construire
ces estimateurs, on dispose d'un échantillon (X7, ..., %) de la loi de X, ce qui signifie que X1, ..., X sont
n variables aléatoires, définies sur le méme espace probabilisé (£, 2, P) , mutuellement indépendantes

et de méme loi que X,

2) Onpose ¥, =max(X,, X,, ... X,) eton admet que ¥, est une variable aléatoire, elle aussi, défini
sur (2,4,P).

a) On rappelle qu’en Scilab, la commande grandix,y, ‘unf’, a,b) simule xx y varj
aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur [a; b]. Ecrire des commandes 5
permettant d’entrer les valeurs des variables qui sont nécessaires et de simuler ¥, .

b) On note F, la fonction de répartition de ¥, . Pour tout néel x, écrire F,,{x) & I"ai
puis déterminer explicitement F, (x).

c) En déduire que ¥, est unc variable aléatoi

d} Montrer que ¥, est un estimateur asymy

n

3) On pose maintenant 2, = lz
n
de fagon affine a partir de Z,

Définition
On dit qu'un estimat
converge en loi vers

par I"absurde en
exemple O<u<f

5) On considére, cette question, une variable i t 1a loi exponentielle de paramétre
=~-T . Déterminer la fonetion de

ieionl}:m:;scl" on notera Fy , de ¥.
L&}

6) a) Justifier que, pour tout réel x positif ou nul, on a P(r(Y, -0)=x)=1.
b) Montrer que, pour tout réel x strictement négatif et pour tout entier naturel n supérieur 4 -—g , on
al’égalité :
"
Pn(Y, -0)<x)=(1+=
()

¢) Frablir enfin que n(¥, —0) converge en loi vers la variable aléatoire ¥. Conclure quant & 1’ordre
de convergence de ¥, .
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7) a) Justifier que Z, =lz(2X,), ol Z, est'estimateur présenté a la troisiéme question.
nia

-5 Za—EQX)
X
aléatoires (2X, ) -, montrer que 2-,; : converge en loi vers une variable aléatoire Z dont on précisera

la loi.
B

5 (2:—9) et en déduire que JE(E,‘—E) converge en loi vers une

b) On pose f; . En appliquant le théoréme limite central & la suite de variables

¢) Vérifier que 2;‘=

3
g

variable aléatoire suivant la loi normale 5\{(
3

), Donner I'ordre de convergence de f,: ;

Exercice 3
Dans tout 1'exercice, on désigne par £ un R-espace vectoriel de dimension » (n2
I’endomorphisme identit¢ de £ et 8 1’endomorphisme nul de E. Pour tout endo: i
appelle trace de f; le réel, noté Tr( (), égal 3 la trace de n’importe laquelle des ry
On admet que 1" application trace, ainsi définie, est une forme linéaire sur £ ( £:

Partie 1: préliminaires
1) On considére un projecteur p de £, -a-dire un endomorphisme de
a) Montrer que £ =Ker(p)@
b) Etablir que Im{p)=

) que, si B,y oy sous-espaces vectoriels de £,

(Bt +E)sdim(E )+ +di

aire et suffisante pour gu'une s e projecteurs soit un project
uperieur ou égal a 2. On idere de: jecteurs de E, notés py, py, ..., Py s
Tt py .

tout couple (i, f) 1, ue i #j,ona p,op,=8,alors g, estun

oute la suite que g, et on souhaite montrer que, pour tout couple

a) Montrer que Im(qg, ) esti
b) Etablir, grice aux résultats
déduire que Im (g, )=1m{p ) +...+Im(p, )
¢) Etablir finalement I'égalité :
Imig,)=Im(p )& .@BIm(p, )

)+ Im(p )
L que rz(g,)=dim(Im{p,)+...+Im{p,)). puis en

5) a) Montrer que, pour tout; de [[I, k], onal'égalité g, = p, =p,.

&
b) En déduire que, pour tout jde [1, k] ona: Wxe E, ij(pj(x)}=0,

i=l

i

¢) Montrer alors que, pour tout couple (i, /) de [1,k]° telque i # j,ona p,=p, =0.

6) Conclure quant & I"objectif de cette partie.
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Probléme

Partie 1 : préliminaires (les trois questions sont indépendantes)

1) Pour tout entier naturel » non nul, on pose : u, =Z%_h""
k=l

a) Compléter le script Scilab suivant pour qu'il calcule et affiche u, pour une valeur de n entrée
par I"utilisateur.

n=input{'entrez une valeur pour n :'}
x=1l:n

b) Justifier que, pour tout entier naturel & non nul, ona: ﬁﬁ]ﬂ(k-}-l]-—]ﬂkﬁ%.

¢) Utiliser la question précédente pour montrer que, pourtout mde M*,ona:
0<=u, <1
2) Dans cette question, x désigne un réel élément de [0;1]. Q

a) Pour tout n de N* et pour tout r de [0; x], simplifier la somme Zt-‘"' ;
p=l
b) En déduire que, pour tout nde MN*,ona:
T

=l P

—In

4 x g
¢) Montrer que lim jo T #=0.

d) Etablir alors que la série de cnte ot que

3) On considére deux et [ iti e que les séries

de lermes généraux a,

c) Soit x un réel élément de [0; I[. On suppose uestion que l'on a: a, =§ (keM*)

et by =x* (ke l).

i) Justifier rapidement que les séries de termes généraux a, et b, sont convergentes el &
termes positifs,

i)  Compléter le script Scilab suivant pour qu'il calcule ol affiche la valour de ¢, pour une
valeur de » entrée par |'utilisateur.

n=input('entrez une valeur pour n :')
x=input ('entrez une valeur pour x :')
u=l:n

iii)  Donner I'expression de ¢, sous forme de somme,
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Partie 2 : étude d’'une fonction définie comme somme de sérvie
Dans cette partie, on désigne toujours par x un réel de [051].
4} a) Utiliser la premiére question du préliminaire pour établir que :

Y- (5 &)

n=1" k=] I 0=l

b) En déduire que : E[Z )xn_*lﬂl x)

et 4 x

5) a) Montrer que, pour tout réel u strictement positif, ona: Inu<u .
b) En déduire que la série de terme général (Inn)x", avec # 21, est convergente.

6) On pose : f(x)rf(lnn}x"

r=l

B
a) Etablir, en utilisant le résultat de la question 1c), que : -—1£—x)--lLSf{x] <
—x —-x

In{1
b) Montrer finalement 1"équivalent suivant : (x) g

7) a) Ftudier les variations de la fonction £,
b) Dresser le tableau de variations de f (valeur en 0 et imite en 1~ ¢

8) a) En remarquant que f(x

b) En déduire que f i i ) er la valeur du
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