MATHEMATIQUES

DUREE : 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, [’orthographe, la qualité de la rédaction,
la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part

importante dans [’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans
résultats de leurs calculs.

la mesure du possible les

1lls ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute
calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seule [’ uti-

lisation d’une regle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble é,
une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuiv

composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera

a prendre.

SUJET

Exercice 1

Partie 1 : étude d'an exemple

On note Id 1"endomorphism
matrice dans la base canonig

et on considére 1

1 0 0

-1 1 0
1) a} Déterminer un po de A qui soit de deged
b} En déduire les deux
¢) En 5cilab, lacon
On a saisi :

ank (A-eye(3,3))
rZ=rank(A-2 *ew‘{;lﬁ,.z:; )
disp(rl,'rl=")
disp(rz,'r2=")

ern

de R dont la

rang de [a matrice M.

Scilab arenvoyé:

Que peut-on conjecturer quant aux valeurs propres de /el & la dimension des sous-espaces propres

associds ?
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d) Donner une base de chacun des noyaux Ker(f = 44d) et Ker(f-k,/d).

2) a) Justifier qu'il existe une base (v, ) de B, ol (w,v) est une base de Ker(f - /d) et
() une base de Ker(f—2,/d). On choisira ces vecteurs de fagon que leurs composantes soient des
entiers naturels les plus petits possible, la demiére composante de u, et la premiére de v éant nulles.

b) On note x={a,h,c) un vecleur quelconque de ®*. Déterminer, en fonetion de a, b el ¢ les
coordonnées de x dans la base (1,1, ).

Pardie 2 : généralisation
Soit n et p deux entiers naturels tels que n= p =2, soil £ un R- espace vectoriel de dimensi
un endomorphisme diagonalisable de £ ayant p valeurs propres, A, hs,....A,, deux 4 deux distinctes.
On se propose de déterminer la décomposition de chaque vecteur x de £ sur la

»
@Ker(f - dd), ol Id désigne I'endomorphisme identité de £,
Asf
3) Soit Bune base de £ dans laquelle la matrice de f'est une matrice diagonale D,

a) Ennotant /, la matrice identité de A4, (), montrer que :
(D=ML (D=2l ) (D =D L, ) = Ongmy

(F=hdd), ob L (f)(x) désigne

6) Virifier que cette dernidre déc i0) one celle obtenue pour I'endomorphisme / de la
partie 1, si I'on choisit n=3, £=R?

https://vertuprepas.com/
190 1 ANNALES CCIR 2019-2020



https://vertuprepas.com/

Exercice 2

Partie 1 : question préliminaive et présentation de deux variables aléatoires X et T
1) On rappelle que la fonction arc tangente, notée Arctan, est la bijection réciprogue de la restriction

de la fonction tangente a 'intervalle :]-%.%[ et qu'elle est de classe C' sur B,

a) Rappeler 'expression, pour tout réel x, de Arctan’ (x).
b) Donner la valeur de Arctan(l) puis montrer que, pour tout réel x strictement positif, ona:

Arctan(x)+ Arctan(%)=%

c) Justifier I'équivalent suivant :
Arctan (x) =X

2) a) Vérifier que la fonction /qui 4 tout réel x associe f(x)= peut étre considérée comme

n(x?+1)
une densité d'une certaine variable aléatore X A valeurs dans [& .
b) Déterminer la fonction de répartition # de X,

3) a) Vérifier que la fonction g qui & tout réel x associe g

comme une densité d’une certaine variable aléatoire
b) Déterminer la fonction de répartition & d

Partie 2 : émde d"une suite de variables
On considére une suite (X)), de nies sur un espa €. 4, P),

mutuellement indépendantes, et
Pour tout entier naturel # non X.... X, ) etonadmet que M, variable

aléatoire, définie elle aussi sur

4) a) Déterminer la fonctio

b) On pose, pour toul g fo répartition de Y, ,

notée G, , est donnée par :

A wEM_. Justifier q
H

b) Montrer que, pouf tout ¥ strictement positif, on
G, (%)= (1 B
-
¢) En déduire pour tout x strictement positif, la valeur de "lj.n.}- G, (x).

d) Déduire des questions précédentes que la suite de variables aléatoires (Y, ) . converge en loi
vers T.

1 L]
— Arctan
W= (-
5) a) Déterminer, pour gati nul, la valeur dn "
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Exercice 3

Dans tout |'exercice, n désigne un entier naturel non nul.

On se place dans un espace euclidien £ de dimension a et on note B= (e, e, ..., ¢,) une base
orthonormale de E.

Le produit scalaire des vecteurs x et y de £ est noté {x,y) et la norme de x est notée | x||.

Partie 1 : définition de 'adjoint »° d’un endomorphisme v de £.

Dans toute cette partie, « désigne un endomorphisme de ££.

On se propose de montrer qu’il existe un unique endomorphisme de £, noté u*, qui 4 tout vecteur p de
E associe le vecteur u' () vérifiant :

Vxe E, (ul{x),y)={x.u"(»))
1) a) Montrer que si u” existe, alors on a, pour tout y de E':

“'(.v)=i<u(e1)-y)e:

il
by Endéduire que si u” existe, alors # est unique.

2) a) Veénfier que "application «* définie par 1"égalité établie 4 la question 1a) ent un
endomorphisme de £,

b) Conclure que cette application est solution du probléme posé, ¢'est-a funigque
endomorphisme de £, appelé adjoint de u, vérifiant :

Vix, )

Partic 2 : étude des endomorph
On dit que u est un endomorphi

on a I'égalité :
uen

3) Soit f'un end . Donner son adjoi

que fest normal.

L1 désigne un endom isme no

4) a) Mon M=l ()]
b) Endéd Ker(u').

ug-espace vectoriel le par i, alors £+ est stable par u”.

prop on no © 8018 @SPACE Propre associé,

; e

Dans cette partie, n désigne un entier naturel ul, On considére une variable aléatoire X prenant
ses valeurs dans [1,n] et on appelle fonction génératrice de X, la fonetion & définie par :

Vie R, G(r}-—ZN:P{X:k):*

k]

M,
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1) Caleuler G(1).
2) Exprimer 'espérance de X'a ["aide de la fonetion G,

3) Etablir la relation : ¥(X)=6"(1)+6"(1)-(6¢"(1))’.

Partie 2
|
On pose, pour toul n de 1 @ u, -*Z-l— et h,-?;lﬁ

4) a) Justifier que, pour tout entier naturel & non nul, en a ﬁﬂln(kﬂ)-]nk S%.

b) Montrer alors que : ¥Yne N\ {1}, Inn+15u,, Slnn+l.
i
¢) En déduire un équivalent trés simple de u, lorsque n est au voisinage de +es,

5) Montrer que la suite (A, ). est convergente.

Partie 3
Dans cette partie, # désigne toujours un entier naturel non n

6) On admet que, 1 a et & sont des entiers tels que a = and(1,1, 4

SC1

complété, le vecteur A
les n! permutations soient

7) On suppose dorénays
est rempli de fagon alés
équiprobables.

On considére alors les ¢ ile du seript précédent) :

c=1
for k=2:n
if A(k)>m then m=a(k)

=k
end
disp(c)
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a) Expliquer pourquoi, & la fin de la boucle £or, la variable m contient la valeur .

b) Quel est le contenu de la variable ¢ affiché 4 la fin de ces commandes ?

¢) On rappelle qu'en Scilab, I'instruction find (test) permet de trouver  quelle(s) place(s)
se trouvent les éléments d'une matrice satisfaisant au test proposé.
Compléter le script Soi 1ab ci-dessous afin qu'il renvoie et affiche le contenu de la variable ¢ étudiée
plus haut :

c=find(---})
digp (e}

On admet que les contenus des variables A(1), A(2), ..., Aln) sont des variables aléatoires
Ay, Ay, o Ay et que le nombre d'affectations concernant la variable informatique ¢ effectudes
du script présenté au début de la question 7), v compris la premiére, est aussi une variable al
notée X,

On suppose que ces variables aléatoires sont toutes définies sur le méme espace probabili
Onnote @, la fonction génératrice de X, F, son espérance et V, sa variance.

8) Donner la loi de X;.

9) a) Montrer que X, (2)=[1,n]. Q
b) Déterminer P(.X, =1) et P(X, =n). En déduire les lois de X, et X,
q
l =
,, v

¢) En considérant le systéme complet d 15 ((AJT =n), (A, -t:n}) h

Vnz2, Vie[2.a],
d) Donner la loi de X,.

10) a) Vérifier que la fo;

b} En déduire, pour tout entier nature
c) Montrer que ¥, ~ Ina.
-

¥, en fonction de u, et b, .
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