MATHEMATIQUES

DUREE : 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction,
la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante de I’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les
résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de toute calculatrice et
de tout matériel électronique est interdite. Seule ' utilisation d’une
regle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble é
une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuiv
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera@ine
a prendre.

SUJET Q

Exercice 1

On considére les matrices suivantes :

10 1 B 21 20 i 1
L= c A= - Vo= = ; P=
2 (Dl)’A (11)’3 (12)’C (00)' 07T P P (1—1)

1. a) Montrer que la ihatrice P esh inversible et déterminer s VErS
b} Vérifier que le polynéme X2_9Y est un pol}‘néme an & la matrice A. En déduire
les valeurs propres possibles de A.

propres sont-ils assogiés T

¢) Montrer que Il = ( ]1' ) etV = ( _11 ) sont
d) Justifier I'égalité P-1AP =
d

@sﬁ de 4. A qguelles valeurs

e
2. a) Exprimer B en fonction de Iz ef A, Expri tmegd en fonction de Iz et C.

b) En déduire que P1BP =D,

4. &) Montrer que pour tout entier naturel mon a : P~ =
b) Pour tout entier naturel n, donner les coefficients de D™,
. . ; g l[a+1 31
¢) Déduire de S@a) et 3.b) que pour tout entier naturel n on a : =5lan_1 gnuy )
4. Antoine et Béatrice jouent au Badminton. On suppose que lora de chaque échange, le joueur qui
a le service emporte le point avec une probabilité % et le perd avec une probabilité 1.
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TECHNOLOGIQUE

Omn suppose que c’est Antoine qui a le service lors du premier échange. Ensuite, selon les régles de
ce jeu, celui qui emporte I'échange marque un point et obtient le service pour 'échange suivant.

Pour tout entier naturel n = 1, on note A, l'événement « Antoine gagne le n-éme échange » ot By
V'événement « Béatrice gagne le n-2me échange ». On note a,, et b, leurs probabilités respectives,

a) Donner les valeurs de a; et b. Calculer ay et vérifier que ag = g

b) On observe qu'Antoine emporte le deuxiéme échange. Quelle est la probabilité qu'il ait
emporté le premier échange 7

c) Montrer en utilisant la formule des probabilités totales que pour tout entier n > 1

2 1 y A
An41 = 3n + ‘3‘6“‘ Exprimer de méme bn41 en fonction de a, et by, pour tout enti

d) Pour tout entier n > 1, on note X,, la matrice colonne ( ‘;:} ) . Veérifier que Xoaq =

1
e) Montrer par récurrence gue pour tout entiern > lona: Xy = —-3335"" :
. i 3 +1
f) Déduire de 3.c) que pour tout entiern=lona: a, = ey

Déterminer de méme une expression de b, en fonction de n pour fou

5. Simulation informatique.

On rappelle que l'instruction a=grand(1,1, *bin’ ,1,p) simule une loi
Ainsi si p = § l'instruction a=grand
la probabilité % et la valeur 1 ave

sorte que lors de
int marqué par Anteine

caleule la somme des points

a=grand(1,1,’bin’,
5. ..

for i=2:20

if a==1 the

Scit g la fonction définie sur [U; +oc|
&=L

1. a) Montrer que la dérivée de g vérifie pour tout réel z > 0 Vegalite : ¢ (z) = o

b) Caleuler g{1).

¢) Calculer li_% glz). Démontrer que E_1_1343_1uo g(z) = +o0.

d) Dresser le tableau des variations de g sur J0; +oo| en y faisant figurer les résultats obtenus
aux questions 1.b) et 1.c).
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e) Justifier que pour tout réel > O on a: g{z) > 0.
3 . 1 i
2, Seit f la fonction défi 0; 4 ==
£ nction définie sur ]0; +oc par : f(z) - =
1
z(z—In{z)}*
b) Déduire de 1.c) les limites de f{z) lorsque = tend vers 0 et +oc.
Donner une interprétation graphigue de la limite de f en +co.
c) Dresser le tablean des variations de f sur |0; +o0o]. On y fera figurer les limites obtenues
la question 2.b) ainsi que f(1).
3. On cherche a résoudre I'équation f(z) = x dans |0; +oof,

a) Montrer que,1 pour tout réel x > 0, 'équation f(z) = z est équivalente 4 I'éguation :
z —In(z) - -=0

a) Montrer que pour tout réel z >0 ona: f(z) =

On pose done pour tout réel £ > 0: h(z) = = — In(z) — %
; : T . P |
b) Montrer que la dérivee de h vérifie pour tout réel @ > 0 Pégalité : h(z) = =

En déduire Ie sens de variation de A sur ]0; +oof.
¢} On donne : lim f(x) = —co et lim h(x) = +oo. Dresser le tablean des variati
=l T—Fto0
d) Déduire des questions précédentes que I'équati
dans ]0; +o0[.
Caleuler f(1). En déduire la valeur de

= g admet une unique

4. Tracer 'allure de la représentation gray nsi que la droite d’équati

repére orthonormeé (0,7, 7) d’unité 4

imprimante. Chaque cartouche a robabilité
detecte 4 coup sir 1 ouches défectueuses et

Une entreprise fabrique 4 la
p d'étre défectueuse. En bou

les retire de la chaine.
1. Dans cette questio 1'on connait la valeur p et quelle est
2
i —.
égled 155
L'entreprise fabri () cartouches dont les uels sont indépendants les
ung des autres. Soit éatoire égale au nom défectuenses détectées
en bout de chame
a) Reconnaitre J s prises par X ainsi que
I'expression

La machine affiche chaque heure le nombre de neuses maig 'afficheur ne peat
plus afficher la valeur 0. En revanche il affiche noi tous les autres nombr&s‘}' compris
10, 20, etc. Lorsque X est égale a 0 il affiche au has porte quel nombre parmi les autres

valeurs possibles de X. Soit ¥ la variable aléatoire égale a la valeur affichce.

¢) On rappelle que linstruction grand (1,1, *bin’ ,n,p) simule une loi binomiale de paramétres
(n,p) et que linsiruction grand (1,1, ’uin’,1,n) simule une loi uniforme sur [1,n]. Re-
copier et compléter le programme suivant afin qu'il simule l'expérience ci-dessus et qu'il
affiche les valeurs respectives de X et de ¥
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1. X=grand(i,1,...)
2. 4if ¥==0 then Y=..,
3. else Y=...
4, end

5. disp(X), disp(Y)

2. Dans cette question, la valeur de p est inconnue et on cherche & l'estimer. Pour cela on fait
tester par la machine n cartouches (n > 1). Pour tout i compris entre 1 et n, on note X, la
variable aléatoire de Bernoulli égale 4 1 si la i-éme cartouche est défectueuse et égale & O sinon.
On suppose que lesnvariables aléatoires A; sont indépendantes.

1
0 My=- A
n note M, = ; Xi
a) Rappeler, pour § compris entre 1 et n, Pespérance et la variance de X;.
b) Caleuler E{M,). En déduire que M, est un estimateur sans biais de p.

¢) Caleuler V(My). Montrer que le risque quadratique de I'estimateur M;, est

n
1
d) Soit £ > 0. On admet que p(1—p) < i
Montrer, en appliquant Uinégalité de Bienaymé-Tehebychev que : > £l < 4—‘_352
. i 1
e} Soit e €]0;1]. Montrer que si e = g7 e alors [My —s: My +é confiance
pour p au niveau de confiance
FPour tout entier n > 1 o
1.
Soit k un
IL-H: sit et f(t) =0 sinon
2 es caleuls de la qu d la valeur qu'il faut donner & & pour gue

engité de probabili que pour cette valeur de k la fonction f est bien
babilité.
i wvaleur trouvée a la question 2 et que X est une
fonction de répartition.

3. /a) Calculer F(z) lorsque = queliy > 1.
b) Montrer que pour tout o a: F(z) = k(z — In(1 + =)).
4. @) Enutilisant 'un des calculs de la question 1 justifier que X admet une espérance et que
In(2) - §
A 1—In(2)

b) En wutilisant I'un des calculs de la question 1 justifier que X admet une variance et cal-
culer V(X). On ne demande pas de simplifier 'expression de V{X).
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