MATHEMATIQUES

DUREE : 4 HEURES.

La présentation, la lisibilité, [’orthographe, la qualité de la rédaction,
la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante de I’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les
résultats de leurs calculs.

Aucun document n’est autorisé. L’ utilisation de toute calculatrice et
de tout matériel électronique est interdite. Seule ['utilisation d’une
regle graduée est autorisée. V

Si au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble é,
une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuiv
en

composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera

a prendre.

SUJET

On considére la matrice A =

1. Montrer par récurrence

2. Application a I’étud

On considére les suites i et pour tout n € N :

de ay, entier 17'étant donné par I'utilisateur (o
justifiera la réponse) ?
i. a=2#a+3An il. a=2#a+3A(i-1)

iii. une autre instruction & préciser. disp(a)

Qin,
Pour tout entier naturel n on pose X,, = ( by ) .
3n

b) Montrer que pour tout entier naturel n on a : Xp41 = AX,,.
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TECHNOLOGIQUE

c) Recopier et compléter le programme suivant afin 1. n=input(‘“n?”)
qu’il affiche la valeur de a,, 'entier n étant 2. A=[....]
donné par I'utilisateur. 3. X=leaaad

4. for i=1l:n
5. X=...
6. end

7. disp(X(1))

d) Etablir, pour tout n € N, que : Xp = A"X,.
e) En déduire en utilisant 1. que pour tout n € Non a : a, = 2"+ 3" et b,, = n3"" L.

3. Application au calcul des puissances d’une autre matrice

4 0 -2 0 0 -1
On considére les matrices M = | —1 3 1 BPi= 0 1 0 etQ =
1 0 1 -1 0 1

a) Calculer PQ. En déduire que P est inversible et donner P~L.
b) Vérifier que PMP™1 = A.

¢) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n on a : M™ = P

En déduire que pour tout entier naturel non a: M™ =

4. Application au calcul d’une so

a) Montrer que pour tout e

b) Pour tout entier n

n
c) Montrer : (byg L

k=0
d) Déd dentes et de 2.e) que pour tou naturel n on a :

i k3F-1 = (n ®+1
B 4
k=0
T 2
82

1. Cal e sur la représentation graphique C de f 7
9 = 1
) T 1te®

b) En déduire lim f(z). Commen réter graphiquement ce résultat ?
=400

: e’
3. a) Montrerigue la dérivée de f. vérifie, pour tout réel z, la relation : f'(z) = Trer

b) Déterminer le sens de variation de f. Dresser son tableau de variation en y faisant figurer
les limites calculées aux questions 1 et 2 ainsi que f(0).

c) Déterminer I’équation de la tangente 7 & C au point d’abscisse 0.
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e*(1

— pT =
(1_’_—:33)- Etudier la convexité de f.
P

4. On admet que pour tout réel 2 on a: f"(z) =

5. Tracer C et 7.
6. Pour tout réel z, on pose : h(z) = In(1 + €%).
a) Calculer la dérivée de h.

0
b) Montrer que l'intégrale / f(z)dz est convergente et calculer sa valeur.
-0

Exercice 3

Dans cet exercice on suppose que l'on dispose de deux urnes U et Up. L’urne 4, contient 4 boules
rouges tandis que I'urne Uy contient deux boules rouges et deux boules blanches.

On commence par lancer une piéce non truquée. Sil’on obtient “pile” on choisit de faire une succession
de tirages dans I'urne U;. Dans le cas contraire on choisit de faire les tirages dans I'urne Us.

On note F' l’événement « la piéce améne face ». L'événement « la piéce améne pile » est donc F
deéfinit également pour tout entier k > 1 Pévénement Ry : « le k-éme tirage dans I'urne choisie
une boule rouge ».

1. On lance la piéce, on choisit I'urne puis on effectue uw tirage. Montrer en utilisant f@for e

des probabilités totales que la probabilité de tirer

2. On lance la piéce, on choisit 1'urne puis on
la boule tirée lors du premier tirage n’est
tirage dans la méme urne.

a) Calculer Pp(R; N Ry) et P
deux boules rouges de

b) On remarque a post
que la piéce ait ame;

1se dans 'urne
elle urne 1’'on se

3. On lance la piéce, on ct
choisie jusqu’a ce que I’
trouve. On note Y la v,

¢ de déterminer avec
égale au nombre de tig@ges eff

a) Justifier que I’en:
b

) Expliquer pourg

c) Calculer de mér

1

4 récédentes que P(Y = 3) = T
)

e) Calculer E(Y)

Justifier que P éduire alors des

Exercice

"1 site(0,1]
0 sinon

-]

—
o~

=

Soit 72 un entier naturel non nul. Onéonsideére la fonction f,, définie par : {

3

—
~

=

1
1. a) Calculer / fa(t)dt.
0
b) Montrer que f, est une densité de probabilité.
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2. Soit X, une variable aléatoire ayant f,, comme densité. On note F, la fonction de répartition
de X,,.
a) Calculer I},(z) pour tout réel 2 < 0 et tout réel 2 > 1.
b) Montrer que pour tout réel » € [0;1] on a : Fy(z) = 2™

3. Montrer que X, admet une espérance et que E(X,) = —Z_l
n

4. Un exemple.

Une cible circulaire de rayon 1 métre est posée au sol. Deux joueurs 1 et 2 lancent ch
palet en direction de la cible. On note U; et Us les variables aléatoires égales aux
respectives en metres entre le centre de la cible et les points d’impact des palets des j
et 2. On suppose que U; et Us suivent des lois uniformes sur [0; 1] et qu’elles sont indépendantes.

On note Z la variable aléatoire égale & la plus grande valeur entre U; et Uz et H
répartition.

On rappelle l'expression de la fonction de répartition F' d'une variable aléat loi
uniforme sur [0;1] :
F(z) = 0 siz<0
F(r) = = size[0;1]
Fle) o~ 1 .-82>1

a) Justifier que pour tout réel z or = P([U; <z]n

En déduire, 'expression d
loi.

b) Calculer P(Z > 1)
c) Recopier et ¢

simule 1’e;
de Z.

1 ot n est un entier néfgirel quelconque. On pose ¥;, = —In(X,,).
init ainsi une varia satoire ensité. On note G, sa fonction de

TF,(e~®).
Gp(z) lorsque z < 0.

tout réel = on
e 3
c) Ef utilisant 2.b) calculer G, ( . Reconnaitre la loi de Y;,.

d) Donner E(Yy) et V(Ya)-

https://vertuprepas.com/

w
=)
g
O
0
-
O
r4
I
0
w

|_

384 1 ANNALES CCIR 2019-2020



https://vertuprepas.com/

