MATHEMATIQUES

DUREE: 4 HEURES.

1l n’est fait usage d’aucun document; l’utilisation de toute calcula-
trice et de tout matériel électronique est interdite. Seule ['utilisation
d’une regle graduée est autorisée.

SUJET

Exercice 1

: {18 {3 0 _f10
OnmnmdérelesmamoesA_(l U)’D_(O _g)ctl_(o 1),

1. a) Caleuler A2, Vérifier que A% = A 4 61
b) Déterminer un polynéme annulateur de la matric

2. On considére les matrices U = ( 1

a) Verifier que I7 et V sont des vec
associées.

b} Justifier que AF = FPD,
3. a) Montrer que F est i
b) Montrer que pour
¢) En déduire que po

=e8 deux premiers terno et wy = 1 et pour tout

A + 6, Q

On considére la suite (u,)
entier naturel n, par la rel

oy AP =PLD™,
I'mon a:
y [_2}?‘!1-1 2‘3::4-1 + 3'( 3
L [__2}11 2.9% 4 2
1
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4. Calculer ug et ug.

5. On considére le programme Scilab suivant. 1. n=input{’n?’)
Quelle instruction faut-il ajouter en ligne 5 pour 2. w=-1/2,u=1
que ce programme calcule et affiche la valeur de wy,, 3. for i=2:n
I"entier 7 non nul étant denné par Putilisateur 7 4. a=u

5.

6. v=a
7. end

8. displu)

o
On pose B=( g ) L= (__? ) et pour tout entier naturel n, X, = ( %u‘zl )

6. a) Montrer que pour tout entier naturel n on a 1 Xy = AX, + B.
b) Vérifier que AL+ B = L.
¢] Mentrer par réonrrence gue pour tout entier naturel mona: X, = A%
d) Déduire des questions précédentes que pour tout entier naturel n on a,

7. On considére le programme sui
faut-il compléter la ligne 5 pou
calcule et affiche la valenr
donné par I'utilisatenr 7

Exercice 2

Soit g la fon par: glz)=¢e"-1+4+z

cronssante sur B,

décuire, pour tout r signe de g(x) selon les valeurs de .

On considé définie sur B par : f{ n note C sa représentation graphique

dans un » @ tO, 7, 1) dunité 2

droite D d° est asymptote 4 C en +oo.
Justifier que m&@w il (a:] =
; : o ey 9(8)
3. a) Montrer que la derivée de [ véri tout réel , la relation ; f'(z) = =

b) Dresser le tahleau des variations de f en y faisant figurer les limites calculées en 2.
2-z
e

4. Mantrer que la dérivée seconde de f vérifie pour tout réel z la relation : f"(z) =
Etudier la convexité de f.

5. Tracer Vallure de C et D.
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Exercice 3

Une urne contient une boule rouge et dewx boules blanches. Un joueur effectue trois tirages successifs
dune boule dans cette wae. I remet la boule obtenue dans 'urne aprés chaque tirage.
A partir du deuxieme tirage, le joueur re¢oit un point i chaque fois que la couleur obtenue 4 un tirage
n'est pas celle qui a &té obtenue au tirage précédent. Dans le cas contraire il ne recoit aucun point.
Ainsi, si les trois tirages successifs ameénent : blanc, rouge, rouge le joueur marque un point an deuxiéme
tirage et aucun au troisiéme tirage.
On infroduit, pour tout entier k compris entre 1 et 3 les événements By © ¢ obtenir une boule blanche
au k-éme tirage » et Ry, @ « obtenir une boule rouge au k-éme tirage ».
1. Soit Xp la variable aléatoire de Bernoulli égale an gain du joueur lors du deuxiéme tirage. Clest
a dire que Xo est égal 4 1 s le joueur marque un point lors du deuxiéme tirage et que X3 est
égal 4 0 sinon.
a) Justifier que (Xp = 1) = (BN Ra) U (R N By). Calculer P(X; =1).
b) Donner E(Xg) et V(Xq).

2. Soit X3 la variable aléatoire de Bernoulli égale au gain du jouenr lors du troisidme tirage.

a) Justifier que Xy suit la méme loi que Xp.
b) Soit G la variable aléatoire égale au nombre total de points margués lors des troj
Exprimer G en fonction de Xz et Xz En dédui

3. a) Exprimer l'événement (Xo = 1)1 (X3 = onection de By et 3.
déduire que P((Xa =1) N (X3 =1))
b) Compléter de la méme maniér i donnant la loi cog couple

(X2, X3).

Oder 1

2

e a
En déduire que

4. Calculer V(G).

5. Omn suppose a présent eetie n tirages successj entier naturel supérieur
ou égal 4 2. Il rem ule obtenue dans 'urpe aprés tirage. Les régles du
jeu restent inchangs @ & noter G le noml de points marqués lors de ces n
tirages.

a) Expliquer av oL quoi instruction:
X=grand ,’bin’,1,1/3)
permet de simuler n tivages dans T'ume.

b) Quelle instruction faut-il ajouter 4 la ligne input('n 77)
6 pour que le programme suivant simule =grand(1,n,’bin?,1,1/3)
n tirages successifs dans l'urne (Pentier 3. G=0
n > 2 gtant donné par 'utilisateur) ef qu'il 4, for i=2:n
affiche le nombre de points marqués par le 5. if ¥(i)<»X(i-1) then
joueur 7 O justifiera la réponse. 6. e
T: end
8. end
9. disp(G)
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Exercice 4

Dans tout I'exercice a est un réel strictement positif.

1. Montrer que les intégrales

] 1 +oo 1 4o 1
I=f rTzdt;J:f t—sdtetK=f a—‘dq':
o a a

sont convergentes et vérifier que f = i._ J= -2%-2- et K = %3'
On considére la fonction f définie sur B par :
; 36
fii)=0sit<aet f[t]=T51tZG

4

2. Montrer en utilisant un des calculs de la question 1 que f peut étre considérée comme 1 té

de probabilité.
Un fabriquant de téléphone portable vent étudier autonomie de ses téléphon nné un
téléphone pris an hasard chargé au maximum, on note X le nombre d’heur orsque le
téléphone s'éteint. On admet que X est une variable aléatoire de densité f.

uestion 1 que X admet une et variance
2

3. Montrer en utilisant certains calculs d

amétre a. Pour cela on allu
an maximum, 7 &tant
@ 1, X; la durée en hy

o
o
=
B
=

non mil. On note pour tout
entier ue le i-2me téléphone s'éteint.

On su

On p

confiance de a au nivean de confiance 1 —a.
100

¢} Le fabriquant teste au hasard 100 téléphones. Il remarque que la somme Z X, est égale 4

i=1
603. A quelle valeur peut-il estimer a 7
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