MATHEMATIQUES

DUREE : 4 HEURES.

1l n’est fait usage d’aucun document ; l'utilisation de toute calculatrice et
ESC de tout matériel électronique est interdite. Seule ['utilisation d’une régle
graduée est autorisée.

SUJET

Exercice 1
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(=]

21 100
On considére les matrices N = 6 1|, I=1010 JetM=
9 6 7 001
Onpose: A=N—-4let B=N —121.

1. Vérifier que AB = BA = 0. Enl déduire que : NAws 124 et que,
2. On considére les suites (af)nen €t (b, )nen définies par ag = 1 relations :

Gnt1 —A2a, €ty b,y = 4b, pouy

a) Montrex/par réeurrence que pour tout entier natuy N™ = a, A + b, B.
b) Quel‘est le type des suites (an)ncn et (bn)nen ?

Déterminer, pour tout entier naturel n, des expressions de ap®t de by, en fonction de n.

1/3\" 1/1\"
c¢) Montrer que : M" = — (_) = (:) B

ut entier naturel n.
815 5

3. Un particulier a acheté une poule. La poul, maine entre 0 et 3 ceufs. Si une

semaine donnée, la poule ne pond pas d’ce : re décide de la manger & la fin de la
semaine (elle ne pondra donc plus d’ceuf; aines suivantes). On note pour tout entier n
non nul;

o U, l'événement « la poule est vi < de la n-éme semaine et pond un ceuf » ;

e D, I'événement « la poule est

o T, I'événement « la poule g

fives. On suppose que la premiére semaine la poule
1 nul, on a :

On note iy, d, et t; leurs pro
pond un ceuf puis que pour tou

1
Un4l = %u’n + md—u =+ %ﬁtu
3 1
dnt1 = %Un + mdn + mgtn
3 7
tny1 = %“n = wd—n b mln
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a) Justifier que : X, = M X, pour tout entier n > 1.

Un
On note X, la matrice | dn |.

b) Montrer que : X, = M™ X1, pour tout entier n > 1.
¢) En déduire que pour tout n > 1 :

3 /3\" 5 /1\"" 373\ 3 /1! 9 /3\* 1 9 /1\"!
‘““-5(5) +§(5) =dn-§(3) ‘5(3) °”"‘§(§) ‘5(5)
d) Que représente le nombre 1 — (u, +dn + tn) 7
9 3\ 7 /1\"!
e) Vérifier que pour tout entier n > 1 on a : u, + 2d, + 3t, = 5 (5) -3 (_5.) .

+oo

Montrer que la série Z(uﬂ + 2d,, + 3t,) converge et calculer sa valeur. Que représ
n=1

nombre 7

On considére la fonction f définie sur B ation

Montrer que la ¢ ony=z—2.
b) Calculer ml} . i : ent asympto-
tique de la c

2. Calculer f'(z) p
limites en —oo e

y faisant figurer les

3. Justifier que C
étant positif, 1

cisses o et 3, le premier

Montrer alors que 1 < u, < 2 pour tout entier naturel n.
c) Etablir que pour foutf réel  appartenant a [1,2] : 0 < ¢'(z) < %.

1
d) En déduire, en appliquant 'inégalité des accroissements finis que : |up41 — o < Eiun - al
pour tout entier naturel n.

1
e) Montrer par récurrence que : |u, — af < - pour tout entier naturel n. Calculer nl.il-tl-lac Tt
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Exercice 3

Un immeuble est constitué de 3 étages. Dans le hall de I'immeuble on peut accéder a un ascenseur
qui distribue chaque étage. 5 personnes montent ensemble dans I’ascenseur. On suppose que chacune
d’elle souhaite monter & 'un des trois étages de maniére équiprobable et indépendamment des 4 autres.
On suppose également que I’ascenseur dessert les étages demandés dans 'ordre et qu’il ne r
en arriére.

evight pas
On note X la variable aléatoire égale au nombre de personnes s’arrétant a I’étage numér
variable aléatoire égale au nombre de personnes s'arrétant a 'étage numéro 2 et Xz celle u
nombre de personnes s’arrétant a ’étage numéro 3.
1. a) Reconnaitre la loi de X;. Décrire I'ensemble X(f) des valeurs prises
P(X; = k) pour chaque k appartenant a X;(€2).
b) Donner E(X,) et V(X3).
¢) Expliquer pourquoi X» et X3 suivent la méme loi que X;.
2. a) Justifier que X; + X2+ X3 =5.
b) En déduire la probabilité P((X; = 0) N (X2 = 0)).
qu t 8
3. On considére la variable ‘aprés 2.c) on a
1
Déterminer e

4. Soit 17 e au premier étage et a 0
sinon. iables aléatoires Y5 et Y3 p tages 2 et 3.
a) J = P(X,=0).
b) ) puis E(Y;).

et ¥4 suivent la méme I Y7 et

fonction de Y7, Y5 et Yod Cale

&

lles ont donc la méme espérance.

et vérifier que E(Z) = %1-11
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Exercice 4

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 1. On considére la fonction f,, définie sur R par :
Jalt) = (n+1)(n+2)t"(1 —t)sit € [0,1] et fn(t) = 0 sinon
1. a) Vérifier que f,, est continue sur R.
b) Calauler "1 - by,
c) En deduir: que fr, est une densité de probabilité.

Dans la suite de 'exercice on utilisera les fonctions f, pour n=1 n=2et n=3.

2. Madame A doit se rendre de Paris 4 Londres en train. Le haut-parleur de la gare annonce pi
son train un retard de moins d’une heure. On admet que la variable aléatoire X égale a la d
(en heures) du retard admet pour densité de probabilité la fonction f1. C'est-a-dire :

fi(t) =6t(1 —t) sit € [0,1] et fi(t) =0 sinon
Soit F) la fonction de répartition de X.

a) Déterminer I'expression de Fi(z) lorsque x < 0 puis lorsque = > 1. Justifier
z €[0,1), Fi(z) = 32% - 22,
b) Quelle est la probabilité que le train ait moi
c) Quelle est la probabilité que le train ai
demi-heure 7
d) Le haut-parleur annonce que 1o
est la probabilité qu’il soit
3. a) Verifier que tfi(t) = =
b) Exprimer t2f,(t) e
4. Une fois que le trai nue & prendre du retard sur le
Londres. On nos ire égale an retard en pris pa.r le train durant ce
trajet. On suppos densité la fonction g

'une demi-heure de retard ?

retard sera inférieur 4
d’heure 7

tout réel . En dédu

it sit e [0, +oo[etg(t

vous une densi alcul
mule le train en arri
XetdeY. urée moyenne en heures du

Ebcp:mne:r Z en fonction de
Mme A lors de son arrivée
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