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CORRIGE

Par Francis Raccaglia, professeur au lycée Thiers a Marseille.

Partie I - Lois de Bernoulli généralisées

ay

l.a) Par définition M = | : | (1...1). D’ou M est la matrice carrée d’ordre k d’élément généri

]

a
. Toutes les colonnes de M sont donc égales & a ce qui implique que rg(M) = 1.

i=1 i=1

k k
b) Ma = (a'u)a = a(tua). Or tua = Zai, d’ott Ma = (Zai> a. On a donc Ma = aa e

nulle cela montre que « est une valeur propre de M et a un vecteur propre as

Le polynéme X2 — aX est un pe

me du rang) donc 0 est une valeur propre
associé est de dimension . re valeur propre de M dont le sous espace
propre assoc e dimension 1. On a don pres le ts du cours :

k < dim(Eo

e) I — inversible propre de M i.e. si et seulement si o # 1.

f) Sia=1, M vérifie M? = M et ainsi on pe

r que M est la matrice canonique associée a un projecteur de
RE. D’aprés 1écriture de M,

Iimage de ce projecteur est engendrée par le vecteur (as, ..., ay).
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De plus si X est la matrice colonne associée & un vecteur x = (21, ...,2;) de RF dans la base canonique, M X = 0 si et

k k
seulement si, pour tout i € [1, k], a; Zz]- = 0. Les a; n’étant pas tous nuls, cela équivaut a sz =0.
Jj=1 j=1
K
Le noyau est donc composé des z = (21, ..., x)) tels que sz =0.
j=1

Ce projecteur est orthogonal si est seulement si 'image et le noyau sont orthogonaux. Or l'orthogonal du noyau est la
droite engendrée par le vecteur dont toutes les composantes valent 1. D’ol ce projecteur sera orthogonal unj
lorsque tous les a; seront égaux.

CORRIGE

2.a) Ilest évident que si [X = e;] est réalisé¢ alors [X; = 1] 'est aussi. Par contre on n’a pas forcément [X;
En effet d’aprés 1'énoncé, le vecteur aléatoire X est presque surement a valeurs dans {ey, ..., ex}, ce
pas de prendre éventuellement la valeur ey + ... + e avec la probabilité 0.

Ainsi on peut affirmer que : p; < P([X; = 1]) (1). Et aussi que : U[X =¢;] C [X; = 0]. En pa;

1—pi < P([Xi =0]) (2).
On obtient alors que : 1 < P([X; = 0]) + P([X; = 1]). é jorée par 1 pay

et les inégalités (1) et (2) sont des égalités. i 1li de pa

Pour éviter de compliq
en termes probabiliste

s qui suivent, on considérera que = {e1,...,ex}, ce qui
suite de cette partie.

b) A priori, X7 + X5 peus rs 0, 1,2. Mais les événem

0 et 1. Ainsi :

> = 1] sont incompatibles, donc

c) Posons pour tout ¢
F(V(X1+X) -V

.. Ona V(X1
= 1((p1 +p2)(1

simplifications, il ne reste que —p1ps i.e.

go. D’ott Cov(X7, X») existe et Cov(Xy, Xo) =
p1) — p2(1 — p2)). Apres développements et

d) Par analogie, on a pour tout couple (i, j) € [1, k] tel que i £, Cov(X;, X;) = —pip;. D’out
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phiqgr —pip2 .- s —P1Pk
—P2p1 ’ : :
V(X)= :
. . : ~Pk-1Pk
—PrP1 e <o+ TPkPE-1 PrAk
3.a) De maniére générale, si A est une matrice, notons A; ; le coefficient se trouvant sur la ligne i et la ¢ ej

notera dans cette question plus simplement M & la place de M(p).

k
D’aprés la définition du produit matriciel, ((Iy — M)Diag(p)):; = Z I, — M); . Diag(p),;
r=1

N 1—pi)pi sii=
M; j = pi, dont (I, — M)Diag(p))i ; {( pilp . J
—pip; sinon.
On a bien I’égalité annoncée.
b) Puisque les p; sont non nuls, Diag(p) est inversible. D’ott le rang de V(X) est egw (p). Or d’apres

la question 1, M (p) est la matrice d'un projec rang 1, d’ou le rang de I, — puisque son noyau

est 'image de M (p).
a base canoniq t

k

o (1)4o (i) €o (i) — Z
r=1,r#0(i)

Finalement, on a bien

c) Soit v I'endomorphisme ) avec pour tout

i, € = €y()- On a

Or Z (1) Ca(s) = Po(i)do(i)€i — o (s)Po (i) €

r=1,r#0(i)
Ceci démontry
non diagona

dans la base (], ...,e}) a
o(j), c'est a dire que la matai

gonaux les réels py(;)qy(;) et pour éléments
se (€}, ..., €}.) est (Iy — p,@Q," u)Diag(ps).

- 'u)Diag(p,) représente rphisme de R*, elles sont donc semblables.

d) Soit 7
0,...

non nuls. Soit o une, tion de [[1,£] telle que Poty # 0, Do(r) # 0, Do(r1) =

Is sur"les lignes et les colonnes d’indices strictement supérieur
s de ligne et de colonne sont inférieurs & r correspond & une
onne de coefficients py (1), ..., Po(r) €t v la matrice colonne
tats des questions qui précédent, on peut dire que son rang

On peut donc en conclure que le rang de V( t 7 — 1 ot 7 est le nombre de i € [1, k] pour lesquels p; # 0.
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Partie II - Tirages avec remise dans une population stratifiée

S1
4.a) Posons s = | : |.[S() = s] est réalisé si et seulement si, pour tout i € [1,k], s; tirages exactement ont donné un
Sk
k
individu de la i-éme catégorie. Donc, cet événement est réalisable si et seulement si, pour tout ¢, s; € N et Z s =n
i=1
De plus, grace a I'indépendance, si s vérifie ces conditions, la probabilité est non nulle. En effet on peut par exe
la. minorer par pi'...p;" qui correspond a la probabilité de tirer s; fois un individu de la catégorie 1, puis sy fois
individu de la catégorie 2,..., et enfin sj fois un individu de la catégorie k. D’otut :

P([S™ = s]) > 0 si et seulement si les coefficients de s sont des entiers naturels dont la somme vaut

CORRIGE

b) Si") est la variable aléatoire réelle égale au nombre de fois ot I’on a tiré un individu de la catégori

SYL) suit la loi binomiale B(n, p1)

Pour S§") + Sé") on raisonne de méme en « fusionnant le;

D'ott 5" 4+ 58 suit la loi binomiale B(n, p

Ces variables ne sont pas indépendantes pui

c) On généralise les résultats pré
loi binomiale B(n, p; + p;).

Or
V(s™ 4+

ce qui donne Cov(Si(m,

e par les entiers naturels.
P(W = w)
P(H)

5.a) Notons W(Q2) =

Pour tout i € I, P,
0 < w?Py (W =w)
Or E(W?) existe,

="w;)) < . On en déduit que

c le théoreme de transfert mon ; = w;|) converge et par le théoréme de conver-

gence des séries a termes positifs par comparaison, E wf ) converge. | Ceci prouve l'existence de E(W?|H).

b) Les propriétés de la variance sont bien entendu vraies pour la variance associée a la probabilité conditionnelle Py !

Notons m l'espérance de W. On a donc V(W) = E((W — m)?). On applique la formule de 'espérance totale (les
« existences » étant assurées par le résultat de la question précédente) :

V(W) = E(W —m)*|H)P(H) + E(W — m)*[H)P(H)
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d’ott
V(W) > B(W — m)?|H)P(H)
La formule de Huyghens montre que :

E((W —m)*|H) = V(W —m|H) + (E(W —m|H))* = V(W|H) + (E(W —m|H))?*

d’'ott E(W —m)?|H) > V(W|H) puis I'inégalité demandée : V(W) >V(W|H)P(H)
400
6.a) On cherche la probabilité de 'événement A = ﬂ [T; > k]. Or la suite d’événements associée a sec

k=1
précédente est décroissante d’ott d’apres le cours P(A) = khIJP P([T; > k]).
——+00

De plus par indépendance, P([T; > k]) = (1 —p;)* et 0 < 1—p; <1, don klil;l:l (1 —pi)*=
—+00

Classiquement, T; suit la loi géométrique de parametre p; puisque les tirages s’

k-1
b) Ona: Hy, = ﬂ [Xi(“ = 1]. Par hypothése x¢

i=1

e X ,Ek__ll) sont indépendantes,

k-1
ainsi P(Hy) = Hp,v
i=1

Si l'on pose que H, est réali
plus des k — 1 premiers

iable aléatoire éga
la k-iéme catégori

irages qu’il a fallu réaliser en

La loi conditio a loi géométrique de pa

D’ou, d’apres , ce qui induit :

c) Posons s 1; admettant une va aussi et on peut appliquer I'inégalité du 5.b) avec I'événement

Hy, qui
k=1

Or V(W|Hy) =V (ve Ty, + ZivﬂHk) = &) Z 0.V (T, |Hy) d’apres les propriétés de la variance. On n’a plus
i=1

qua remplacer V (Ty|Hy) par X _2pk H

k

k k-1
1—
V(E 'UiTi> > w
i=1 P i
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d) On raisonne de méme, la catégorie j jouant le role que joue la catégorie k dans les questions précédentes.

Partie III - Support et rang stochastique d’un vecteur aléatoire

7.a) S(Y) contient R¥. Notons : D(Y") I'ensemble des dimensions des supports de Y. Cet ensemble est un sous ensemble

non vide (k € D(Y)) de N, il admet donc un plus petit élément.

b) Le rang stochastique est nul si et seulement si le sous-espace réduit au vecteur nul est un support de Y i.e. si et

seulement si P(Y — E(Y) = 0) = 1, c’est a dire lorsque Y est quasi-constante

CORRIGE

c) Soit Fy et I deux supports. [Y —E(Y)e FiNF| =Y —E(Y) e B|N[Y —E(Y) € F5] dou d’aprg
crible au rang 2 :

nn support de Y d’ou sa
alors égale & Ry(Y). On a
de Fy, on a les égalités

d) Supposons que Fj et Fy sont de
dimension est supérieure a Ry
donc dim(Fy N Fy) = dim(
FINF,=F et FiNF,=

11 existe bien un unique

8.a) On sait d’apres le cg ble aléatoire réelle combin riables aléatoires admettant une

variance admet une vari

k
Z Cov(Yy,Y))u;
=1

Or par bilinéarité de la covariance Cov (Y, Y)u; | = *u

. :
Z Cov(Yy, Y))u;
=1
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k
3 Cov(vi, V),
j=1

k
et : = V(X)u ce qui permet de conclure : 1% (Z uiYi) =tV (X)u
i=1

k
> Cov(¥i, Yi)u;

J=1

b) On sait que la matrice de variance-covariance V(Y) est symétrique réelle donc diagonalisable
orthonormée. De plus ses valeurs propres sont positives.

En effet, si u est un vecteur propre de composantes 1, ..., u, associé a la valeur propre A, ‘uV(X)u = A||ul|?

k
i=1

2
flll

our l'existence, il su: e prendre une base de vecteurs propres de ’endomorphisme v e sociées a
Pour exist , il suffit d d base d t de I’end: h

V(X) et de réordonner si nécessaire cette base dans 'ordre décroissant des valeurs prop
base. La matrice diagonale dans cette base de v vérifie la propriété demandée et est se

A= . Les valeurs propres de la matrice de variance-covariance de Y sont bien positi

a deux bases de
A et Sp(v) son

Montrons P'unicité. Soit (A1,...,A\g) et (u1, ..., ur) deux vecteurs qui conviennent.
vecteurs propres de v, (€], ...,e}) et (e’1,...,e”";). On note E)(v) le sous espace p
spectre.

Supposons par I'absurde qu’il existe j tel d’une part,

im(Vect(e], ..., €})) ie. di

et d’autre part,

>k—j+1

dim.
AESP(v) /A2 Sp(v)/A<A;

avec les deux inégali cédent. Il y a donc bien unicité d’un tel vecteur

c) Ona é i i nce et le fait que les variables aléatoires Y; admettent des
K

variances. De plus E(|Y — E(Y)|?) = t la somme des éléments diagonaux de V(X) qui est la méme

k
pour deux matrices semblables d’apres les propriétés de la trace. Do, on a bien : BE(|lY -EXY)|?) = Z i

i=1

Remarque. Il me semble que 'on dépasse ici le cadre du programme mais il y a peut-étre une idée lumineuse qui
évite le recours aux propriétés de la trace!
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9.a) {||Y(w) — E(Y) — z||*;z € R} est un sous ensemble non vide de R, il est minoré par 0 et ainsi il posséde une
borne inférieure. Posons y = Y (w) — £(Y). On sait d’aprés le cours d’algébre bilinéaire que le minimum de ||y — z||
lorsque x décrit le sous espace vectoriel F' est atteint lorsque x est le projeté orthogonal de y sur F'. Notons alors z ce
projeté orthogonal, y — z appartient & F-. On a donc en utilisant Pythagore : ||y||? = ||y — 2|*> + ||2||?. Or puisque

3

k
(f®, ..., f@) est une base orthonormale, z = Z(y, FONYFD @on 2|2 = Z(y, U912, On a donc bien :
j=1 j=1

k
Y () = EM)? = Qr(w) + > (Y (w) — £(Y), f9)?
j=1

CORRIGE

b) Par définition, pour tout j € [1,k], (Y(w) — EY), fD)2 = tfO(YV(w) — EY)) (Y (w) — EY))fU).
résultats de la premiere question de la partie I, la matrice (Y (w) — £(Y)) (Y (w) — E(Y)) a pour 8¢
(Yi(w) = E£(¥2)) (Y (w) — E(Y5))-

Dot E((Y —E(Y)) (Y —E(Y)) = V(Y).
On remarque par linéarité de espérance, les fU) ne dépendant pas de w, que E (" FO —&(

existe et :

E(fO — @)Y —ew)s) = *

Or pour tout w, Qp(w) = [|Y(w) — EY)||> - (QF) existe

et :

c) Si F =M 1(R), E(

10.a) Décomposons f

k
s A f = Zziei.
i=1

k
est orthonormée, *fV(Y)f = Z)\sz

i=1

On a alors V(Y) f

k
Or pour tout 4, \;z? < Mz? d’ott FfV(Y)f <\ Z zetp x2 = || f]|%, on obtient 'inégalité : YY) f <A
i=1

b) Si F est une droite vectorielle, choisissons un vecteur normé f de cette droite. D’apreés le 9.b) :

k
E@r) =Y N~ 'V(M)f
i=1
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k
d’ou E(Qr) > Z i et cette valeur est atteinte lorsque f est un vecteur propre associé a Ay
1=2

1 1
c) Dans le cas proposé V(Y) = —Ij, — —J ou J est la matrice carrée d’ordre k dont tous les coefficients yalent 1. On

k k2
montre facilement que les valeurs propres de J sont 0 et k& d’ott 'on déduit que les valeurs propres de V

k;1 et on a alors : E'(Q;:):u

k
Dans ce cas Z i = %

i=1

Les vecteurs propres associés a la valeur propre — engendrent les droites qui réalisent le min

vecteurs de ce sous espace propre sont les vecteurs (1, ..., zx) qui vérifient z1 + ... + 2 = 0.

11.a) En notant ¢ la dimension de Fy et (f W f (‘1)) une base orthonormée de ce sous e; el formé de vecteurs

a &
propres de V(Y), on a alors Z LFOVY) 9 = Z)‘i ie. EQr)=0
=1

atoire Qp, est a

i=1
valeur positives et d’espérance nulle est donc surement nulle. Mais Q g, (w) ent si Y(w) — E(Y)

appartient & Fy. On peut donc en conc P(Y\wf F)=1

b) On peut, par exemple, co:
lon rajoute satisfait au:

ée de Fy. Alors tout vecteur que

c) f() est un
positives, d’o

tf(T)v(y)f(r)

Soit alors s

ison linéaire de vecteurs propres as; a des valeurs propres strictement
dans une base orthono de Fy formeées de vecteurs propres, on voit que

On pose G = Vect(fM, .., £ f)) alors

d) Fj est
port vectoriel de Y de dimension Ry(Y).

1 de Y de dimension strictement inférieure a Rs(Y) ce

Qr 1n’est pas presque surement nulle, ce qui est toujours le
bli une contradiction.

12.a) Raisonnons par I'absurde.

Supposons que Ry(T) < k. Alors il existe un sous espace vectoriel F' de R¥ de dimension strictement inférieure a k tel
que P(I'— E(T)e F)=1.

Soit alors (v1, ..., v) un vecteur non nul orthogonal a F :
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