CORRIGE

Par Francis Raccaglia, professeur au lycée Thiers a Marseille.

Partie I. Polynémes factoriels ascendants et lois binomiales négatives

l.a) Par définition : X<?> = X(X +1) et X<'> = X, d'on X< _ X<1> = X2,

De méme, X <% = X(X + 1)(X + 2). ce qui donne :

X< o 3X<2 4 X< = X(X + (X +2) - 3K (X +1) +X = X3+ 3X2 42X - 3(X2+ X) + X =

CORRIGE

b) Par définition : X=4> = X (X + 1)(X + 2)(X + 3).

Dol X< = (X2 + X)( X2+ 5X +6) = X4+ 565X+ 6X2+ X3 +5X2 +6X = X' +6X%+
done éerire, X4 = X< —6X* — 11X? - 6X. Or X? et X? s'expriment comme combinaison liy
et X<1> d’aprés les égalités de la question 1.a).

Ainsl, X4 = X<4> — 6 (X<%> - 3X<®> 4 X<1>) —

c) X=" est un polynome de
polyndmes non nuls de deg
de cardinal n + 1. En parti

2.a) Par définition : r< pEntl> o (g p)psn>,

K +(s—k+n),d

e mA—kS _ (r+

b) On remarqgue que :

Mais, d’aprés la quéstion 2.a), (r 4 k)r<f> = pek+l n=k> — g<n—k+1> Dgi finalement

(r+s+ “)r(k}.sdﬂ—k> = p<kHISGEn—k> | Lk <n—k+l>

¢) Rédigeons la réetrrence :
o Initialisation : si n = 0, les deux membres de 'égalité & démontrer valent 1, d’on I'égalité est vraie.
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o Hérédité : soit n un entier naturel pour lequel la propriété est vérifice,
On a de plus : (r+ s)<"*1> = (r + 5 + n){r 4+ s)<">. En appliquant I'hypothése de récurrence, on obtient :

(r+8)<"H> = (r £ 54+ n) (2": (:)r<k>8<u—k>)

k=0
d’of
" "
<n+l> _ n <k> <n—-k> _ n <k+1> <n—k> g o <n—k41>
(r+s) .—.Z(k)(r+s+n}r & = (k)(r s +r¥s )
k=0 k=0
elest & dire :

n n
(r+ 5)<"H1> = Z (:)1.<k+1>s<n—-k> + Z (:)rks<n—l:+l>
k=0 k=0

Effectuons un changement d'indice dans la premiére somme, en prenant & + 1 comme nouvel i x

n+1

n
(r+ 8)<n+l> e Z (kz I)rck:vscn-kd-l:v + Z (:)rks-cn-kd-lb

k=1 k=0

d’on

n
(r+s)<mH> = r(u+l>3<0>+§:(k: I),,ck>s<n-k+l>+,.<n>s4-.+|>+ g<n—ktl>

k=1 k=1
n
s L 1) + (1)) p<k> g<n—ket1> n 0>
D'prés la formule du triangle de Pasc ,) + (’,: ')‘ 7
n
+ +1>S<n>

.r¢||+2>

. En utilisant la relation

o=
pemtl> Tp 4]

Mgl
BT =

n—3+oo Uy

Up g1 14+

b) Mont; quen>N,0< < —
Uy 2
_l4+z-22 1-=x
B 2 N
1+z .. .8 . Upgl TR
ya e Ol ¥ ol =T, < i@ i i
On a done, & < 7 d'oil, & partir d puisque nﬁxiiw o & o =D En raisonnant

par récurrence sur n, on établit Finégalité 15 difficulté.

1+
2

n
1
c) On a done : ¥n £ MO S up < iy ( ) . Or, x étant élément de ]0, 1], ‘% <1, d'otr :

’ n
"ira_.l.ﬁﬂ,\r (H-TI) =0 et grice aun théoréme dit « des gendarmes », on en déduit que limau, =0
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1) Rappelons 'énoncé de la formule de Taylor avee reste intégral a Fordre n € T ;

Seit f une fonetion de classe C"*1 sur un intervalle I et (a,b) € I°. Ona :

" k) b — )
f(b) = Z It k!(a)(b_ﬂ)k +/ (b n!t) f(""'”(f)df

Fe=0)

On peut appliquer ce théoréme a la fonction f: ¢+ (1 —¢)~", sur I'intervalle [0, 1], pour a = 0 et b = x. ¥Vt € [0,1
f(t) = exp(=rn(1 = t)), d'oit on voit bien que f est de classe €™+ sur [0, 1], pour tout n.

r(ﬁ)

Montrons, par récurrence sur k € M que, vt € [0, 1], f%(t) = T

o [nitialisation : & = 0. Pas de difficnlté.
o Hérédité : soit & un entier naturel pour lequel la propriété est vraie,

CORRIGE

r<’n>

On a donc : ¥t € [0,1[, f¥(r) = T+ =

ie.

k> (1= )=k dlon, (f®)(t) = r<k>(—r — k)(=1)(

,.<k>(,. + k) pkrl>

FENG) =<2 e )1 =) TR = [T R s e

ce qui achéve la réenrrence.

Ainsi : Yk € [Ln]. f*(0) =r<*¥> Dol :

pentl> pentl>

s np<ks & .r(_'._!)n ) T
(1-2) —Z k! . +_/n n! Z ¢l 1! AL

k=0

ce qui, avec les notations de I'énoncé, s’

e) Pour te [0,2],1 -t >0

est positive, d’oll 'on bien

Soit t € [0,x], de 'ene

= T = T

Utilisons la propriété ¢

40" 1
(m) = = {

intégrale puisque 0 <

J.n+1

g ; dt <
(l_f)r-H et (1—1’)"+l

1-t¢

et en multipliant pa; . on obtient

noop<k>
f) Pour tout n € N, Z 'T—.r‘ ={1=x)"" = R,. On sait que, limu,, = 0, d’oit lim R,, = 0. On peut donc en conclure
k=0 :
k>
que lim — a*existe et vant (1 —x)=", autrement dit,
=00 k!

k=0
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n>
M=1-z)"

n>
la série de terme génem] " converge et Z

4. En utilisant le ré-aultat que l'on vient de démontrer pour = =1 — p, (1 — p €]0, 1]), on peut affirmer que la série de
e

terme général —(1 —p)* converge et z
Je=00

et de la somme des séries, on peut conclure :

(1—p)f =(1=(1—p))™" =p~". D'ol par linéarité de nvergence

400 k>
la série de terme général -—p (1 = p)* converge et Z P "(1—p)=p"p
k=0

"
5.a) On peut remarquer que :vk € [, H(k —i+1)=
i=1
de transfert : si la série de terme général (k —
une espérance qui vaut la somme de cett

(k=n+1)<"> sik>n
0 sinon

r{k}
n> Tp“(l — p)¥ est absol weglignte alors X,, admet

Simplifions le terme général : ¥k = n,

(k—n+1)<"> —p)¥

Mais, pour k > n, r<

Cela nous pern

suffit pour A une ré cati : “appliquer la question 4 en remplagant v par r +n :

?

b) Soit 1 un entier strictement positif fixé. e transfert montre que E(X™) existe si et senlement si la série

<k>
P (1= p)* est absolument convergente. Or | I(k =i 1) k", puisque chaque terme du
400

=]l

de terme général kel

produit est éqmvalzm. a k en +oc.

D'aprds la question précédente, la série de terme général H(l‘. —i+1 ] —p"(l — p)* converge, d'oit le théoreme

<k>
de convergence par comparaison des séries & termes positifs montre que la série de terme général £ r—k—l—p“(l —p)* est
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aussi convergente, ce qui prouve I'existence du moment d’ordre n de X ’ 2

1-p

Pour E(X) il suffit de remarquer que X = Xy, d'ont E(X) =r .Onaaussi Xo=X(X-1)iec. X?=Xo+Xet

en appliguant la formule de Koenig-Huyghens et la linéarité de Uespérance, V(X) = E(X2) 4+ E(X) = (E(X))? i.e.

2 2
oo (58 5t (52 o (50 [(52)

1-p
»”

do | V(X)=r

6. D'une part, X et Y étant a valeurs dans I, il en est de méme de X + Y.

CORRIGE

k k
D'autre part, on sait que, vk € N, P([Z =k)) =) P(X =i]n[Y =k—i)) =D P(X =i)P([Y =
=0 =0
X et Y sont indépendantes. D’oi,
" k 1
k=i _ _rdsig _ ok R
- =l Y

i=0

k <is g<k=i>
P(Z=K) =3 —p (i =p) 1 - p

i=0
. 1 1 7y | .
Puis en remarqguant gue m = ﬁ '-), on abou

=(r )<k

En résumé, vk € M,

Partie I1. Inéga

On notera X =Y po
7. Soit w € €. Si X(w)

s, 14 = ] C [Y = x]. Par croissance de

la probabilité pour I'in que : XY

8.a) Les événements NY <0]) = P([X = 0))P([Y < 0]).

De plus, P([X > 0] i P([X<0])=‘l>(w) = ®(1) et, de

0

méme, P([Y <0]) =& (%) =P(-1)=1- P(IX 2 0]N[Y > 0]) = (1 —®(1))2

b) Comparons P([X 2 z]) A P([Y 2 a]). Ona P([X > a]) = 1-P([X <a])=1-®(z+1)et P([Y 2 2|) =1-P(]Y <
7)) =1—®(x — 1). Ainsi,

PE¥ 2 a) = PX = o) = (1= D(e— 1)) — (1 — bz + 1)) = b(x+ 1) — Bz — 1)

& étant croissante sur B, on peut en conclure que pour tout x € B, P([X > z]) < P([Y = x]). Ona donc XgY.
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¢) | La réponse est « non» puisque si ¢'était le cas on aurait P([X = 0N [Y < 0]) = 0, ce qui est faux.

9. Puisque X et Y sont & valeurs des M. pour tout x réel négatif, P([X = z]) et P([Y = 2|) sont égales & 1, done égales.

P(X = [=]]) sizeM*

titre d
P(X > |z] +1]) sinon e

, oft [x] désigne la partg

Et pour tout x strictement positif, P([X = x]) = {
réel x

Dot l'on peut éerire que : X < Y si et seulement si pour tout k € M*, P([X = k]) < P([Y = k).
OrP(Xzk)=P ([X < .k]) =P([X <k-1])=1= P([X < k- 1]). On peut donc bien affirmer que,
X <Y siet seulement si pour tout k e W*, 1 - P([X <k - 1)) <1-P([Y <k -1]), i.c.

X =Y si et seulement si pour tout k € M, P([X <k]) = P([Y <

10.a) Le résultat du cours est le suivant :

Sil7 et V osont deux
indépendantes, s ectivement les lois de Poisso @

a loi de Poisson de param

On peut done affi

b) Montrer q
une loi de Po

ue X + Z et Y suivent la méme loi. Or Z suivant
1 X(w)+ Z(w) = X(w). On sait alors, grice

a la questio

i
for dans laquelle on cal ala r—‘ et leur somme. 11 ne reste plus qu'a multiplier la
ir le résultat demandg

| funct :integer ;t :

begin
[ s :=1;p i=1;
7 for j :=1 to k
] begin
a P =p*t/j; s =s+p
1] end ;

1 ‘suite :=s*exp(-t)

12 end ;
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b) Fixons k. La fonction fj : ¢ = F(t, k) est une fonction continue et dérivable sur BT,
ko i ki k=1 ko .
'11-1 ¢ # 1 ) fﬂ E
vteR", filt) = (Z 'T) et (z F) ert= (Z ’—‘> et = (Z ﬁ) e, soit finalement, f{(t) = — (ﬁ) &7,
i=1 i=0 i=0 i=0
D'olt fi. est strictement décroissante sur BT et fi.(0) = 1. Par ailleurs ’_]w; Je(t) = 0 car fi est le produit d’une
fonetion polynémiale et de la fonction ¢ = ¢™ ( croissances comparées).

Appliquons le théoréme de la bijection : fi réalise une bijection strictement décroissante de BY sur |0, 1], done dg
J0. 450 sur 0. 1].

Ainsi, pour tout réel 4 €]0, 1, il existe un unique réel strictement positif, que 'on peut noter M(3, k) vérifig

Fe(M(B,k)) = A ie. tel que F(M(3, k). k) = 3.

CORRIGE

12.a) Pour justifier cette existence, il s’agit de prouver que {k € M; G(k) = a} est non vide, puisque que ¢’est
ensemble de M. Or on sait que '_l’iinw G(t) =1, d'on kthP G(k)=1.
—>+0C

a étant strictement inférienr & 1, il existe done kg € M tel que G(ky) = o L., existe bien pour t

Par définition de L, on a : G(L,—1)<a <G(L,).

b) Par définition de I'ensemble [W < a] 1w e [W
X(w) < L, — 1, par définition de L, croiss:
On a done P'égalité : [V <a] = [X < L
réelle. De méme, [V > a] = [X > L,

Gquivant i

me variable aléatoire

De plus, sia < 0. [W < "< a4 122) don [V < o] est

un événement pour tou

On peut raisonner de x

Nous pouvons alors a

¢) Daprés ce que I

( < La]) =1- G(Lo)

P([V 2a))=P(X > L.

d) D'aprés les questionsPréeedentes : PV = a]) = 1 — G(La) et G(La) > a, d'ott P([V > a]) <1—a.
Or P(U =z o) =1 =« puisque U snit la loi uniforme sur [0,1], d'ott P([V' = a]) < P([U = af).
De méme, P(IW 2 a])=1-P([W<a])=1-G(Lya—1)et G(Ly—1) <a,dot P([W =a])21-a.
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® Ainsi pour tout a €]0,1[, P([V = a]) < P([U = a]) < P([W = a]).

e Regardons ce qui se passe lorsque o < 0 puis lorsque a = 1. Sia < 0, P([V 2 a]) = P([U =z a]) = P([W =z a]) =1
car UL VW sont & valeurs positives.

e De méme U, V. W sont majorées par 1, d'olt pour tout o = 1, P([U = a]) = 0 d'ont P([W = a]) = P([U = a]) et si
a>1, P(V=a]) =0,

e Pour finir, montrons que, P([V = 1]) = 0. Si G ne prend pas la valeur 1, ¢'est trivial.
Sinon, soit Ly = min{k € M;G(k) = 1}. Alors :

PV 21) = P(G(X = 1) 21)) = P(X 2 Ly +1]) = 1 = P(X < L)) = 1 - G(Ly) =

En résumé, on a done établi que : Ya € B, P([V = a]) < P([U = a]) < P([W = a]), ic.
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13.a) Il est bien connu que la moyenne arithmétique de Péchantillon d'une loi est un estimateur s

S,
de cette loi. Done —= est un estimateur sans biais de #
n

5 (ny
Pour tout k € N, G, (k) = 3 Lm0
=0 7

W =G(S,) = F(n#, S,).

Ainsi, d’aprés les résultats éta

GlLosz—1) < % Done

En raisonnant d

Par définition de M (a2, Sy ), P LE{M(

P(n <) < 5.

De méme : P([I, > 0]) = P([M (1- g,s,. —1 nﬂ]) —-p ([F (ar (1~ g,s,. ~1),8,~1) < F(u6, 5, 1)]).

OrF (M (1- ‘5'.,.5'.. . 1)) = I—g,pequidonne Pl > 0]) = P([1 - 5;- < F(n, 5, — 1)]),&*011 Pl > 8]) < -Zi

Ainsi, on a bien P([J,, < #]) + P([I, > #]) < o, d'oit P, <0<J])21-a. ce qui prouve que :
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I, et J,, sont les bornes d’un intervalle de confiance d'estimation de # an niveau de risque inférienr a o,

Partie III. Lois de Poisson mélangées

14. La fonction ¢ : ¢ — t"e~" f(#) est continue sur |0, +oc|, done il y a un probléme de convergence en 0 et en +oc. Cette
fonetion est a valenrs positives.

. ’ ; . " -
En ntilisant la loi de Poisson de paramétre ¢ > 0, on en déduit que —'e" <1, don t"e~t < nl.
n.

+o0
Ainsi t"e~" f(t) < n!f(t). Or / Sflt)dt converge, d’oit d’aprés le théoréme de convergence par comparaison,
JO

CORRIGE

oo
/ et f(t)dt converge.

0

+o0

n +oo n f"
15.a) Pour tout n € I, = / — | et f(t)dt. Or t)dt = 1, d'on :
) neN 3 = [ (z k!) J(tyd | St

k=0 fe=()

1—v, =‘A+xf(i)dt—£+& (k—
"ok

l N n
Or ) e “est égal Y P([X = k]) = P([2
k=0 k=0

st une variable aléatoire ré

paramétre ¢. Dol en particulier 0 <

*

m“") 10 < £(t)

ce qui donne, par intégr:

L nogk
3 t
La fonction t — E e o E ﬁo“ > P([X4 < n)).
k=0 " i k=0
On obtient alors I'iné

d’on par intégration

A ok A
05/" (1 —k=02—!e") f(t)dBE P > [' Flt)dt < P([Xa >n))

La relation de Chasles permet de conclure

+00
01— vy < B(X,s> n])+f f(tye
A
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