EXERCICE 1

1. (a)

(b)

3. (a)

Ty(X) = 2XT1(X) — To(X) | Done T(X) = 2X2 — 1
Bt T3(X) = 2XTo(X) — T1(X) = 2X(2X2 — 1) IDonc T3(X) =4X3 - 3X .

Procédons par récurrence double.

Initialisation 77 et T5 sont de degrés 1 et 2.

Hérédité Soit n € N*| supposons que 7T, est de degré n et que Ty, 11 est

Alors 2XT,,11 est de degré n+ 2 et T}, est de degre n. En particulie Tht 7& deg(T,

Donc T},+2 est de degré max (deg(X Ti44),deg(Ty,)) = n+ 2.
|A1ns1 par récurrence double, pour totit n € N* : Tj. est de degre n
Pour tout 0 < k < n, T}, est de degré k, donc appartient & R,,[
La famille B’ = (Tp, ..., T,) est done libre en tant que famille de nuls de degrés 2 a 2
distincts. De plus, Card(B) = n + 1 = dim(R;,

Donc B’ est une base de R, [X] .
= nx, on obtient

cos(n (cos(z)) = cos((n + 1)z).

En appliquant la formule donnée par ’énoncé avec a =
2 cos(z) cos ((n+ 1)x) = cos ((n + 2)z) + cos(nx)

Soit z € R. Procédons par récurrence double.
Initialisation Tp(cos(x)) = 1 = cos(0x)
Et Ti(cos(x)) = cos(z) = cos(lx).

Hérédité Soit n € N, supposons que T),(cos(z)
Alors

Thra(cos(z)) = 2 cos(x)Ty+1(cos
= 2 cos(z) cos((n
= cos((n + 2)x
= cos((n + 2

) par hypothése de récurrence

— cos(nx) d’apres la question précédente

I Ainsi, par récurrence double, pour t T, (cos(z)) = cos(nx) .

Soit (P, Q) € (R[X])2.

P(t)Q(t
(1 Qt2 est continue sur | — 1, 1].

La fonction ¢ + P(t)Q(t) est continue sur le segment [—1, 1], donc bornée sur [—1, 1]. Il existe alors

un réel M > 0 tel que :

La fonction ¢ —

< M
N

Vt €] — 11[‘\/§)
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De pl isinage de 1 ! ! t Iintégral u/rl LY jfl di
€ us, au voisinage de : ~ , © mtegrale —_— = & —
P s VI =1 /2(1—t) & o VI—t o fl — 1)1/

converge en tant qu’intégrale de Riemann.

LM
Par critere d’équivalence de fonctions positives, 'intégrale / ——— dt converge.
0

Jie

1
P)Q(t
Par critere de majoration, I'intégrale / M dt converge.
0o | V1= t2
P)Q(t
Donc par absolue convergence, I'intégrale / Mdt converge.
o V1—t¢2
1

Par symétrie (remarquons que la fonction ¢ — est paire), l'intégral dt converge,

V1—t2 t2
0
donc l'intégrale / M dt.
1 V1 —t2

[T PO)Q)
‘ Ainsi /_ ) ﬁ dt converge.

(b) Symétrie Pour tout coupl

P(t

omes, (P, Q) =

bilinéarité Soit P, e R[X] et A un

(P,Q+ A\R)
1
P(t)R(t .
dt + X ———=d ces intégrales convergent d’apres 3(a
e g g pres 3(a)
)
Donc la > (P, Q) est linéaj apport a sa deuxieme variable et par symétrie,

Positive
P ., ‘intégral te (les b ¢ d
, intégrale convergente (les bornes sont dans
issant), on a bien / ) Z
—1
Définie-positive Soit P € R[X] P dt =0
nie-positive Soi es =0.
P 1V1—1t2
. P(t) . . P2(t)
La fonction ¢t — étant positive et continue sur | —1,1[, on a : Vt €] — 1,1], =0
_ 42 1 — 2
Alors Yt €] — 1,1[, P(t) = 0. Le polynéme P admet une infinité de racines, il est donc nécessai-
rement nul.
R[X] xR[X] — R
Donc (P.Q) s /1 P(?QS;) e est bien un produit scalaire sur R, [X].
—1 —
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(cos((m + n)z) + cos((m — n)z)).
En intégrant, sachant que m+n #A0et m —n #0 :

N =

D’apres le rappel de I’énoncé, cos(mx) cos(nx) =

™ 1 , 1 :
/0 cos(nz) cos(mx)dr = ) sin ((m +n)z) + 30m =) sin ((m — n)z)
_ (sin ((m 4 n)w) — sin (m +n)0)) N (sin ((m — n)m) —n
2(m+n) 2(m

Or sin ((m 4 n)w) = 0 et sin ((m — n)7) = 0.
™
| Donc / cos(nx) cos(ma)dx = 0.
0
La fonction ¢ : 2 +— cos(z) est de classe €1, strictement décroissante, bijeetive.de vers [—1,1].
: q .

On peut donc réaliser le changement de variable ¢t = cos(x) dans I'intégr ge ni la nature
ni la valeur :

Par le méme c

Pour n =

IAinsi sin>1, |Th)?* = g et ||Zo)|2 = .

Ty T

Ty T T_>
AV ARV

question 3d, elle est orthogonale et d’apres la question 3e, elle est normée.

Ainsi, d’aprés la question lc, la famille ( est une base de R,[X] et d’apres la

T 2 2
Donc —O, \/jTl, el \/an est une base orthonormée de R, [X].
N s T
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4. (a) En utilisant I’écriture d’un vecteur dans la base orthonormée précédente :

= T, T,
o3 (e B
Z I Tkl / 1T

k=0

(X™, Ty)

LEaE N
[E

Donc par linéarité du produit scalaire, X" = Z
k=0

(b) D’apres le théoréeme de caractérisation de la distance par le projeté orthoge
espace vectoriel de dimension finie), d, = || X™ — 7(X™)|| ou w(X™) est le py
sur R,,_1[X].

1

— T, _1) est une bdse or
[Tl ™"

1
Remarquons que par construction, (mTO, ce

donc on sait que :

Alors X" — 7n(X") =

(¢) Remarquons que

l<]-7T'2> =

1
Or Tp =1 est ¢ (X2, Ty) = §||T2|| 2||T2||2
EXERCICE 2
1. (a) e si et seulement
(b) La foncti décroissante
1
Ona:Vtelk—1k
e , . 1 A
Par positivité de 'intégrale sur [k —1,k], rnes étant dans 'ordre croissant, o < o dt.
k—1

1

De méme, on a Vt € [k, k+1] k‘l

k+1 1 1
Par positivité de l'intégrale sur [k, k + 1], les bornes étant dans 'ordre croissant, / o dt < o
k

k+1 gy kot
Dochk}Z,/ —\—g/ —.
koot TR gt
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(c) Soit n > 1, et soit N > n+ 1.
En sommant I'inégalité précédente pour k € [n + 1, N], avec la relation de Chasles :

N+1 4 N 1 N 4
/ —dt < E — < / — dt
n+1 e ke n t
k=n+1

autrement dit :

C’est-a-dire

1 1 1
1—a((N+1)a—1 " (n+1)

Par passage a la limite lorsque N —

=1 li —1)no! =1
), 0 que n_l)rJIrloo(a )N Ry
(e) de séries a ter fs (avec la série de Riemann de parametre o — 1),
Z Rl,n i «Q > 1.
n>1
Ainsi Z uy converge a 'ordre 2 si sia > 2.
n=0
(f) On peut conjecturer que Z u, converge a l'ordre p si et seulement si a > p.
n=0
1 1
2. (a) Remarquons que Vn > 2,0 < — < —;.
n" = n?

‘ Par comparaison de séries a termes positifs, E Uy CONverge.
n=1
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1 1
(b) Soit n > 2. Pourtoutk>n+1,k>3,don00<ﬁgs—k.

Or, la série (géométrique) de raison 3 converge ainsi que la série E U

Alors en sommant de n + 1 & +o0o:

“+o00o +o0o 1
I ST
k=n+1 k=n+1
400 1
1 i 31
Or Z 3k~ 1_1 9% 3nf1
k=n+1 3
|D 0< Rin < L X L
onc - X —.
X fUn X 2 3n
1 PRSI . 1 . - "
(¢) Comme Z gn converge (série géométr on g), par comparais ér termes positifs
n=0
on en déduit que Z Ry, conve

n=0
Par la méme sommation

(d)

c), Zun converge afl’ordr
n=0
1 1 1
/2,0<R1’n<§>< net 7n<§><3—n.

S que En>1 Uy a l'ordre p et que pour tout n > 2, 0 < R, <

9P
Alors R, ,, converge, donc Z uy, converge a ’ordre
n>1
>
2k
k=n+1 k=n+1 3
Ou encore
1 1
0<Rp+1,n<ﬁx_n
. . <1 1 1
Ainsi pour tout entier p, Z uy, converge a l'ordre p et pour tout n > 2,0 < R, < o X 7

n=0
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1
(e) D’apres la question précédente, pour tout n >3 : 0 < Ry, < e

1
Or la série géométrique Z g converge (11/6] < 1).
n=0

Par comparaison de séries a termes positifs, E R, ,, converge.
n=0

3. (a) Soit n un entier naturel.
Pour tout réel t de [0,1], 1 +¢ > 1, donc 0 <

tn
1+1¢

t’n

<t

1+€\

dt < / t"dt ou encore 0 <
0

1

1
Par croissance de l'intégrale, 0 < /
0

Or lim
n—+oon + 1

lim
n—-+o0o 0

= 0, | Donc par encadrement,

1
(b) Rappelons que Vn € [0, N], ——

N N
Ainsi, Zun = Z(—l)"
n=0 n=0

Or, Vt € [0,1], —t

De plus,pour tout entier n, 11, =
k=0

1 n+1
—1
Ainsi la série E Uy converge et pour tout n > 0: Ry, = / Ldt.
n=0 , 0 1+¢
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(d) Procédons par récurrence

¢ D’apres la question précédente, Z uy, converge al’ordre 1 et pour tout n > 0, Ry, =
n=0

o Soit p > 1, supposons que Zun converge a 'ordre p et que pour tout entier n >
n=0
1 n+
—)ntp
B [
0

(1+ t)
Alors, pour N > 0, par sommation géométrique

N N

A L VN L Y
ZR’”’”_/O (1+t)1’7;)( R dt_/o (1+1)p

n=0
(1+ t)pﬂ“/O

récédemment,

Donc

dt — 0, donc Ry,
N—+o0
n=>0

Par le méme argument

1 ( 25)N+;D—f—1
converge, et et pour tout enti = —dt

(=)~r ”“’
Fpin / 1+t

Ainsi Vp > 1 verge a ’ordre p et p

PROBLEME

Partie A - Défi

Or Sp=0et
Donc (Sy,—1

OI‘ Sl=

> ).

tout entier n n ne variable aléatoire positive.

.Ainsi ) [S

neN*

1.

Donc P(N; >t)=1-P(X; <t)

Or X suit une loi exponentielle de parametre
| Ainsi P(V, = 0) = e

2. (=) Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parametre .

Alors
it
P(th):{() sit<0

1—e ™ §it>0
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0 it <0
EtP(Ath):P(X<3>: s
A l—et sit>0

Ainsi, AX suit la loi vy(1).
(<=) Réciproquement, si AX suit la loi y(1).

it
Alors P(AX <t) = 0 sit<0
l—e sit>=0
0 sit<O0

Or P(X <t) = POOAX < M) =
r P ) ( ) 1—e™M §it>0

Donc X suit une loi exponentielle de parametre .

IAinsi X suit la loi exponentielle de parametre A si et seulement si AX suit

3. Pour tout entier k£ non nul, AX} suit une loi y(1).
Et les variables aléatoires X, sont indépend
Alors par stabilité de la loi gamma, AS,,

Donc une densité de AS, est f :

4. | Par définition, [Ny > n

5. Remarquons que |
- P (Sn+1 < t)

un—l

(n—1)!

e "du —

Donc

At n—1 At n n
P(Ny =n) = / ey —/ Yoemudu = (A1) e M.
0 (n — 1)' 0 : :

I Ainsi, V; suit la loi de Poisson de parametre At.
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7. (a).
function S = simulation_S(n,lambda)
S =0

for i 1:n
S S + grand(1,1,"exp",lambda);

end ?:I
endfunction
(D)
function N = simulation_N(t,lambda)
N = grand(1,1,"poi",lambdax*t)
endfunction
(c) % :

function L = evolution_N(t,1
L =[] :
nlit So ~2,1et Xy 7.

S grand(1,1,"exp",

while S <=
eme loi.

L [L,s]
wvaleurs dans N.

S
end
endfunction

(d)
Réponse 1)
(e) On lit N372 =
Partie B - Défini

8. Propriétés élém

(No=0) =1.

aNt—i—h_Nt et NV
= P(N, >0) =

&

i )=1.
9. (a) NtJrh == (Nt+h — Nt)
Or N; est positive et d’apres la que éd , P(Nyw, — Ny 2 0) = 1.
Donc
po(t +h) = P(Nyn = P([Ny = 0] N [Nyyn — Ni = 0]).
D’apres la propriété (Hs), Ny et Nyyp — Ny sont indépendantes, donc
po(t +h) = P(Ny = 0)P(Nyyp, — Ny = 0).
D’aprés la propriété (Hs), Nypn — Ny et Nj, ont méme loi
po(t +h) = P(Ny = 0)P(Np, = 0) = po(t)po(h).
I Finalement po(t + h) = po(t)po(h).
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(b) D’apres 'hypothese (Hs), si h > 0, po(h) < 1.
Done po(t + h) < po(t).
I Ainsi, pg est décroissante sur R .

(¢) Initialisation D’aprés la question 8(a), po(0) = 1 = (po(s))".

Hérédité Soit n € N. Supposons que pg(ns) = (po(s))".
D’apres la question 9(a), comme ns et s dans R,

po((n +1)s) = po(ns + s) = po(ns)po(s) = po(s) =

(po(s))"
~——
d’aprés ’hypothese
de récurrence

Donc par le principe de récurrence, pour tout n € N, pg(ns) = (po(s))"
m
En prenant s = —,
n

En composant par la fonctio

Ainsi Vm €
(d) Soit t € R¥. @elles que
i TR v =
D’apres la ier n, Po etn In(Po() et po(v,,) = evn 0Po()),

Posons A
Et par co

Or pg est décroissante. Donc, pour vn) < po(t) < poluy).

I Par encadrement, po(t) = exp(—At).
10. Loi de NNg.

(a) Rappelons que e* 5 1+ u+ o(u). Or ’llir% —Ah = 0.
—
IDonc po(h) = exp(—Ah) =1 — Ah + o(h).
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(b)

pn(t+h) = P(Nt

o Comme N (2 ( n =0, [Ny, =1], [N, > ]) est un systéeme complet d’événements.

(Nh =1).

o Par définition pl(h)
Or P(Nj, =0) + P(N), = 1) + P(N), > 2) = 1.
Donc py(h) =1 — P(Nj, = 0) — P(Nj, > 2) = 1 — po(h) + o(h), car P(N}, > 2)

D’apres la question précédente, p;(h) Lo 1—(1—=Ah)+o(h).
—0

h—0t

trn = n]N[Ny, > 2]).
en remplagant dans (Hs)
ts<t))

+P [Nt+h = n]ﬂ 2])

Ainsi h) = Mh h).
I insi p; ( )h—>0+ + o(h)

Par la formule des probabilités totales :

pn(t+h) = P(Nin=n)
= P([Nygn =n] N[N =0]) + P([Nesn =n] N [N, = 1])

Or Nyip = Np, + (Nygtp — Np,). Donc
Pu(t+h) = P([Npsn—Ny = nN

Par indépendance de Ny
I'indépendance supposé

Comme Nyyp

t+n = n] N[Ny, > 2]).

I Ainsi p

D’apres la question 10a), po(h) -
ﬁ
Done pn(t +h) = (1= M)pa(t) + Mipn
_)
Alors p,(t + h) — pu(t) o h(Apn—1(t) — Apn(t)) + o(h).
Ainsi gim 22U =l ).

h—0t h
Donc p, est dérivable a droite en t.

On admettra la dérivabilité a gauche.
I Ainsi p,, est dérivable (& droite) en ¢ et Vt € Ry, pl,(t) = A (pn—1(t) — pn(t))

et d’apres la question 10b), pi(h) o Ah+o(h).
—
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(e) La fonction g, est dérivable comme produit de fonctions dérivables.

Et Vt € Ry, q,(t) = AeMpa(t) + Xl (1) = X (Apa(t) + P (1) = eMpp_1(t) = gn-1(t).
I Donc gy, est dérivable sur Ry et Vi € Ry, ¢}, (t) = qn-1(t).
e e " (At)° .
(f) Initialisation ¢o(t) = eVpo(t) =1 = o avec la question 9(d).

(A)"
n!

Hérédité Soit n un entier. Supposons que g, (t) =
Or Vit € Ry, Q;L-l-l(t) = )‘Qn(t)'
(A8)"
n!

Donc q;,(t) = A x

Donc en intégrant selon ¢, il existe K € R tel que, pour tout ¢t € R
Or ¢n41(0) = pp41(0) = K et ppt1(0) = P(No =n+1) =0 car Ny
(}\t)n—i-l

(n+ 1)k

Ainsi Vt € Ry, g1 (t) =

Ainsi pour tout n € N, g,,(t)

(g) D’apres la question pré
De plus P(N; =
Donc Ny suit

0 et pour tou @ V*

11. (a) Par définition Ny = 0}.

Or No =0.D petit élément de {¢
(b) RIS1 >t = |
(C) Ainsi, P(Sl S1 > t) =1- P(Nt

Or N, suit sson de parametre

(e) Soit n € r définition de

On accepte le fait que (S,,) est crois r le démontrer facilement, prendre plutot comme
définition S, = inf {t € Ry, N; > n}).
Ainsi, si un entier k vérifie Sy < ¢, on a bien par croissance k < n, donc N; majore {k € N, S,, < t}.

De plus, comme S,, < t,onan € {k € N, S, <t},doncn = Ny est bien le maximum de {k € N, S,, < t}.
IAinsi VteRy, Ny =sup{n e N| S, <t}.
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Commentaires généraux

Avec une moyenne de 11,00 et un écart-type de 5,31, cette épreuve a permis une sél
satisfaisante des candidats.

Rappelons quelques consignes élémentaires avant d’aborder un sujet de concours :
pp quelq )

e Une présentation correcte est attendue avec un respect de la numérotation
regles élémentaires de grammaire (accord des:verbes et des adjectifs en
(par exemple : parmi s’écrit sans ’s’). Cetté année; trop de copies étaien
compréhensibles, non & cause du scanner mais bien en raison d’un grag
soignés. Quand le correcteur ne peut/distinguer un « n » d’un « x »
résolution est fausse.

t lisibles et peu
présentation peu

Une bonne connaissance des notions et des résultats fondamentaux g is indispensable. Il peut
étre demandé de prouver céertains résultats de cours, les verbes
sont alors employés et.a bien distinguer des verbes « justifier »

‘organisation des arguments,
ou d’une proposition doivent

Lors de la correction; une attention particuliere est apportée a la rédac
a l'architecture générale du raisonnement. Les hypotheses
étre clairement vérifiées ou rappelées au minimum.

le résultat annoncé est lourdement
ement de fagon tres grossiere, pour
et cette stratégie a été séverement
composer avec honnéteté.

Toute tentative d’aménager les calculs ou d’obtenir par
sanctionnée. Certains candidats n’hésitent pas a « b
arriver au résultat donné dans I’énoncé. Le jury
sanctionnée. Nous encourageons donc les futurs ¢

e que la plupart des copies sont claires, agréa leurs résultats mis en valeurs par un enca-
drement ou un soulignement. Les quelque résentées n’en ressortent que plus négativement.

espectée. Cependant quand elle ne 'est pas, les
avoir a quelle question répond le candidat et donc
5 appréciable quand le candidat précise qu’il admet

e que la numérotation des questions est e
copies sont pénibles a corriger et il est
a quelle question attribuer les points. Il es
telle ou telle question.

e que certains candidats ne semblent pas maitriser 'orthographe élémentaire (conjugaison des verbes usuels,
confusion infinitif-participe passe, accords en genre et en nombre des participes passés et adjectifs). Bien
que le bareme n’en tienne pas compte, cela laisse une impression négative au correcteur et ne joue donc
pas en faveur du candidat.
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e que les calculs en « zig-zag », tres difficiles a suivre apparaissent de plus en plus fréquemment. Si le
correcteur est perdu, il lui est difficile d’attribuer des points & un calcul! Il est apprécié d’iudi
transformations apportées ligne a ligne. Une fleche avec une petite explication suffit souve

e qu’un nombre important de candidats se contente de commenter et d’expliquer ce qu’il fau
lieu de le faire effectivement.
Par exemple, on a pu lire plusieurs fois « En utilisant les propriétés de la fonction ¢
que ... »

e que trop de candidats utilisent dans certaines questions des résultats d’autres parties
dantes, comme dans les trois séries de ’exercice 2 ou les deux parties du prob eut que
conseiller aux candidats de passer quelques instants a analyser la structure de
D’autres candidats au contraire démontrent de nombreuses fois un méme rés ymment a ’exer-

questions précédentes.

Certains incorrections mathématiques pourrai
En particulier, nous signalons ci-dessous :

e les confusions entre les inégalités stri
C’est parfois sans grande consé
Par exemple indiquer «
De la méme maniere, il
d’étudier le cas ou Vt

e une mauvaise utilis
Les quantificateur,
la phrase « Vz €

e Un usage appropr
De trop nombre
de Riemann et

s de référence, notamment les séries

e Un abus d’équiv:
L’emploi systé

ivalences, souvent vais esclent, est a déplorer dans certaines copies.

t > 0, par croissance de 'intégrale » est

Par exemple [ = 0 sur [a,b]

fausse.
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Commentaires particuliers

Exercice 1

Cet exercice a pour but d’étudier les polynémes de Tchebychev et de prouver son orthogon
certain produit scalaire et enfin de déterminer la distance du polynéme X" (de la base canonique) a

1. (a)

Cette question est en général bien traitée sauf par quelques uns pour lesquels le
produit 2X (2X2 — 1) est hasardeux.

C’est aussi parfois la recopie erronée de T qui entraine une erreur dans T3.
Des telles erreurs a la premiere question de I’épreuve ne devraient pas arriver.
conseiller aux candidats de porter une attention particuliere & ces premiereg

utilisent sans complexe une double hypothese sur n et n + 1.

Quand la récurrence double est invoquée; il arrive que l’initialisatio
hérédité du raisonnement, une justification soigneuse du degré de T,
la regle « deg(P + Q) = max(deg(#),deg(Q)) » doit étre associé
de P et de Q.

On trouve trop d’occurrences de la « dimension de (7y,..., 7, t une confusion qui a été
systématiquement sanctionnée.
On retrouve parfois argument (erroné) suivant : « (7p,. .., en+1 = dim(R,,[X]) vecteurs,
donc est une famille génératrice de R,,[X] ».

de récurrence.
Lorsque le candidat utilise la formule donnée avec

Certains candidats pensent a faire une récur

tion 1(b). Il serait souhaitable de prendre g pour analyser les démarches entreprises.

oy 7

Si la continuité est en général bien vérifiég ivité n’est pas toujours vérifiée dans le cas d’uti-
lisation du critere d’équivalence.
P)Q(t) 1

1
=1 /21— ¢ VI —12 =1 /g2
n’est pas utile. Mieux vaut conclure par un « de
étrique, ou indiquer que 'on procede de méme en

Les équivalents donnés sont souvent fz ou encore

Mener entierement les deux études
méme », ou remarquer que le probleine
opérant le changement de variable v = —t.

La fonction arcsin n’est pas au programme et ne pouvait étre utilisée pour établir la convergence de

Loae , . I
Wipr du moins pas sans donner de sérieuses explications.
0 o
Les candidats ayant traité correctement cette question ont trouvé de nombreuses manieres d’y ré-
pondre : prolongement par continuité dans le cas ou P ou ) admettent 1 comme racine avec simpli-
1 k
t
fication du /1 — t, changement de variable ¢ = cos(z), étude de / ———dt par équivalence puis
0

V-t
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avant de montrer la symétrie. C’est, au mieux, maladroit.
La linéarité des intégrales convergentes a tres peu été évoquée.

Le caractere « défini positif » n’a que rarement été correctement établi, avec b
bancales. La continuité de 'intégrande a été presque systématiquement omise,
(un polynéme ayant une infinité de racines est nul) est toutefois souven
quelques erreurs dans I'ordre des implications (si I'intégrale est positive, alo de est positive)

Certains candidats se lancent dans de lourdes manipulations (parfoi iesipour calculer
sin((n 4+ m)m), ou n et m sont des entiers,
Il s’agit d’une question qui devrait étre simple : tout candidat de la
devrait étre capable de donner une primitive correcte deww — cos(
la valeur de sin(pm) lorsque p est un entier.
On voit peu de préoccupations du fait quesn +n #0et m —n les calculs.
On lit beaucoup de « puisque n—m # 0, sin((n —m)r) =0 » souvent que le candidat
n’a pas identifié clairement la nécessité de I’hypothese n #
En dehors de la justification du changement de variables, ce ca portait deux difficultés princi-
pales : d’'une part, la gestion des bornes ; d’autre part, la gestion du si u sinus pour la simplification
sin?(z) = sin(x). Peu de candidats ont géré correc I'un ou l'autre de ces deux points, les

autres ont donc été systématiquement sanctionnés.

Les hypotheses du changement de variable sont ra i rifiées, en particulier il est souvent
écrit que x —= cos x est bijective de [—1, 1] vers | ulement de [—1, 1]. (il est important
de fournir ’ensemble de départ et ’ensemble d’ e pour deéfinir une bijection)

Cette question est en général bien traitée. Le f: Itat soit donné dans I’énoncé a sans doute
aidé les candidats.
Le calcul de ||Tp|| a parfois (mais raremen té en utilisant les fonctions arcsin ou arccos. Nous
rappelons que ces fonctions sont hors pra

Certains candidats invoquent le procé ormalisation de Gram-Schmidt, ce qui est un peu
osé (dans ce contexte). Le correcte
question et de ’ensemble de 'exer
baguette magique ».

didat, qui tente de s’en sortir par un coup de «

Une justification précise est attendue ici en reprenant bien les résultats des questions précédentes et

en donnant le numéro des dites questions.

Rappelons que le vecteur n’est pas unitaire en général.

T
2
||
La formule donnant I'expression des coordonnées d’un vecteur dans une base orthogonale et non
orthonormale ne figure pas au programme. La précision de la base orthonormée est attendue.
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(b) Certains ont fait le lien avec la projection orthogonale sur R,,_1[X] sans toujours ’écrire explicitement,

o AP . To Th—1
se contentant d’écrire pr [X]- Il a rarement été fait référence a ey me_base
" ITo] [T

orthonormée de R,,_1[X] afin de justifier 'expression de pg, ,x] (X™)

(c) Question tres peu souvent menée a terme, parfois cependant avec pertinence (utilisation
de X2 dans la base orthonormée (Tp,T1,T%)) ce qui rendait le calcul rapide.

Exercice 2

Cet exercice porte sur 'ordre de convergence d’une série. Il utilise un grand nombre es séries

convergentes et de méthodes pour vérifier la convergence d’une série.

Lors de I’étude de la convergence d’une série Zun trop de candidats com (voire
n =0
+oo
lerreur) d’écrire « |[...] donc Z uy, vaut [...], dofie Z Uy, CONVETZE >.
n=0 n=>0
Dans trop de copies, 'argument erroné suivant est donné : « le terme e ers 0, donc la série

converge ». Il est dommage de commettre une telle€rreur, car cela déconsi
pas le correcteur a faire confiance au candidat ultérieurement. De plus, ¢
cet exercice car l'erreur est répétée (et done sanctionnée) a chaque con de série.

De nombreux candidats_confondent le théoreme des encadrements @ ant les suites, avec le critere de
comparaison pour les séri¢s a termes positifs.

Lors de I'utilisation d’un critere de comparaison pour une s la positivité du terme général a été trop
souvent oubliée. C’est pourtant un argument fondamental !

Quelques candidats ne semblent maitriser qu’'un seul outil
négligeabilité en 'occurrence), ce qui les handicape sérieuse

convergence des séries (critere de
souvent perdre du temps.

Riemann et connaissent la condition
tte condition est @ > 0, a < 1,Ja] > 1 ou
cas la condition a > 2 est équivalente a

1. (a) Une grande majorité de candidats reconnaisse
sur a. Cependant il reste quelques candidats
a > 1, ou o = 2 (estimant peut-étre que « e

a > 1) ou encore lim — = 0.
n—-+oo N
(b) Question tres classique, mais en généra détaillée ni justifiée.

Une condition sur « est attendue po

(c) Rappelons que 1’égalité suivante Z

k=n
gneusement justifiée.

Les convergences des séries et des intégrales apparaissant ici doivent étre rappelées ou justifiées.
Une somme partielle est différente de la somme de la série (ici, Ry ).

Que Nlim N—2*t1 = 0 doive étre justifié avec un argument sur o n’a été remarqué que par de tres
—+o00

nombreux candidats.
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(d) De nombreuses erreurs dans cette question. Certains candidats ne prennent pas assez de temps pour
analyser les objets qu’ils manipulent et ainsi les confondent.
Trop de candidats divisent 'inégalité sans se soucier du signe du terme utilisé pour di
une fois, cela reflete souvent les difficultés qu’ont les candidats & comprendre et manipule
de comparaison.

Deux suites peuvent avoir méme limite, sans étre équivalentes. On ne pouvait don
par un simple passage a la limite dans les inégalités.

Rappelons que dans une limite lorsque n — +00, il ne peut pas y avoir de n dan

(e) On a lu quelques confusions entre convergence de la série de terme général R t comn ce de la
suite (R;,) pour la convergence a l'ordre 2.

Il est demandé ici de comparer les termes généraux des séries et pas les so on attend
un argument concernant u, ~ vy, mais pas » U, ~ Y U

A nouveau a cette question, la positivité dés termes généraux est peu

On trouve dans plusieurs copies le passage a — 1 >.1 < «a > 0, et ¢’ op grossiere.

(f) Une conjecture souvent proposée est : « E u, converge a l’ordre ‘a pas de sens, et cela
n>0

reflete aussi les difficultés qu’ont beaucoup de candidats & gérer ent leurs variables.

Peu de candidats donnent la bonne conjecture : on trouve s
évoquent la partie entiere de a.

uelques bonnes copies

Quelques candidats semblent ne pas connaitre la formule de somm ométrique, ce qui est inquiétant
au vu de 'importance de cette formule dans le programme des deux ann "ECS. Beaucoup de candidats
ont aussi des difficultés a retrouver 1’expression du reste série géométrique convergente. On voit

souvent que ces candidats procedent au retranchement d’une partielle, ce qui mene a des calculs
fastidieux, alors qu'une factorisation du premier term efficace. La plupart des candidats
menent leurs calculs sur les sommes partielles et no de la « série reste », ce qui est peu
efficace mais nous semble finalement raisonnable, cultés et des confusions sur les séries
observées dans cet exercice.

(a) Il n’est pas possible de prendre @ = n
d’étudiants font !

e d'une série de Riemann, ce que trop

Meéme type d’erreur, mais plus rare : ce comme le terme général d’une série géomé-

nn

trique, de parametre 7. 11 est domma, e telles erreurs, sur des exemples assez usuels.

Certains comparent avec la série exp it été souhaitable de bien justifier la comparaison
¢ 1
et de s’assure de son exactitude en p ~ = est faux.
n

Plusieurs candidats justifient la convergenc une négligeabilité en évoquant des croissances com-
parées qui sont loin d’en étre, du genre « n? exp —nIn(n) —+> 0 par croissances comparées »..
n—-+0oo

Le critére de d’Alembert n’est pas au programme.

. . 1 .
Enfin, dire que « la série g —- est décroissante » n’a pas de sens.
n
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(b)

(d)

“+o00
Le résultat étant donné, il est ici impératif de détailler le calcul de Z o5 bien entendu
k=n+1

€s avoir

justifié la convergence de cette somme.

. . , S 1 )
Il est tres maladroit de démontrer la majoration uy < 3% par récurrence, surtout quan
de récurrence n’intervient pas.
De plus, certains qui ont voulu faire une récurrence ont écrit 33 = 9.

Cette question est en général bien réussie.

Cependant, beaucoup de candidats démontrent seulement la majoration et o ntrer la

convergence de la série a 'ordre 2 en utilisant les criteres de comparaison deg positifs.
De méme dans cette question, seule la majoration est démontrée et pas 1 - nce de la série a
l'ordre p.
Des erreurs de raisonnement dans l'ordre‘des propriétés démontrées didats pensent
prouver d’abord la majoration du reste; et ensuite.la convergence a ns 'hérédité, ce
qui pose un sérieux probleme logique.
On trouve souvent la notation Z o (ou son équivalent pour série), qui n’a aucun
k>0
sens et pose des problemes d’interprétation au correcteur.
Trop peu abordent cette question facile.Quelques candidatg é de justifier leur résultat par
une convergence & l'ordre n inadéquate ici.
Certains candidats ont tenté une inversion intégrale/limijte. Signalo core une fois qu’aucun résul-
tat de ce type n’est au programme.
Quelques candidats ont essayé de procéder par intégration p ties, ce qui était une bonne idée en
soi, mais fut rarement concluant. Le premier écuei ation de t — T+ Le second fut
d’étudier la convergence de la suite de terme g
Cette question a posé des problémes insurmounta % oup de candidats. L’un de ces problemes
1 n
. . . t
fut la confusion entre la notion de converg ) / dt et celle de la « conver-
0 1+t neN
1 n
gence » de l'intégrale / T tdt, an . Ra ons que cette derniere intégrale n’a pas lieu d’étre
0
étudiée en tant qu’intégrale générali situons bien dans le cadre de I'intégrale au sens

de Riemann, d’une fonction continu

La sommation géométrique n’a que rarem explicitée et la vérification du fait que la raison soit

différente de 1 n’a presque jamais été faite.

Parmi les candidats qui arrivent a démontrer correctement la convergence de la série E U, et a
n=0
identifier sa somme, beaucoup ont des difficultés a identifier simplement le reste de cette série. Il leur

est donné pourtant une égalité faisant apparaitre simultanément une somme partielle et la somme de
la série!

Question rarement traitée par les candidats ou mal traitée par ceux qui ont tenté.
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Probleme

Partie A - Définition par X, Xo, -, X,.

1. Cette question est en général peu traitée et quand elle l'est elle est peu justifiée. Certains
intuition [Ny = 0] =[S > 1] sans justification.

Certains candidats justifient cette question « d’apres le graphique » : ce n’est pas un aung

2. Cette question est assez mal traitée, souvent considérée comme du cours, elle n’est ald
Elle donne lieu & beaucoup de flou, voire de résultats faux! Beaucoup de candidats n’
pas prété attention a I’équivalence demandée, et n’ont montré qu’une implicatio
On lit dans plusieurs copies la régle (completement erronée) suivante : « si X,
x>0, P(X+Y <z)=PX <z)P(Y <z)».

Il ne semble pas évident a beaucoup de candidats que deux variables aléatoi ayant méme
fonction de répartition aient méme loi. Cela entraine alors des manipulation es ou erronées)
pour retrouver la densité d’une loi exponentielle/gamma.

3. Trop de candidats invoquent la « stabilité de la loi v partaddition »,
mentale d’'indépendance (mutuelle) des variables aléatoires.

Dans quelques copies, la loi de Sj est correctement donnée, mais pas é, qui est pourtant utilisée
par la suite. Nous rappelons qu’il est important de bien lire les répondre précisément.
La valeur de la densité sur R a parfois été oubliée.

Rappelons que I'(n) né vaut pas /n ni nl. L’utilisation des fonc icatrices n’est pas maitrisée, on
rencontre des expréssions f(z) = ... sans variable z.

4. Pas mal de bonnes réponses ont été fournies ici. Certains dant ne voient qu’une inclusion.

5. Légalité P(Ny = mn) = P(Ny 2 n) — P(N; > n+1) ici rfois mal donnée, ainsi une justifi-
cation d’un telle égalité semble nécessaire et permettr nombre de candidats de la donner
correctement. La suite du calcul est en général bien

6. Pour réaliser I'intégration par parties, poser les fon [...] et v(u) = [...] n’était pas la meilleure
des idées. Il est/ important de choisir des noms de
Une mauvaise utilisation de parentheses a en des erretrs chez bon nombre de candidats. Il est
regrettable de constater que la factorisatio ¢ probleme a des éleves détenteurs d’un bac
scientifique.

7. La majorité des candidats répondent aux nformatique. On constate des progres d’année en

année et nous ne pouvons que nous en fé candidats glanent beaucoup de points dans cette
question, alors que le reste est médiocr
Rappelons que les fonctions disp ou inpu rien a faire dans le corps d’une fonction, dans ce

contexte.

(a) Certains candidats écrivent U=sum(grand (n,p,"exp",1/lambda)) sans se rendre compte que p n’est
pas défini dans le programme.
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Partie B
8. (a)
(b)

9. (a)

(b)

Voici un morceau de code proposé par plusieurs candidats (avec quelques variations) :

function U = simulation_S(n,lambda)
U=0
X = grand(1,1,"exp",1/lambda)
for k 1:n
U = U+X
end
endfunction

On peut souligner 'effort entrepris pour réaliser correctement une sommatig
de méme que la nécessité de retirer de nouvelles valeurs pour X échappe a d

La fonction sum n’est pas toujours bien maitrisée, elle est appliquée a des v;
tableaux : U = sum(grand(1,1,"exp",1/lambda)) ne produit pas gran ent (d’autres
candidats essayant vainement d’introduire.des indices dans la fonction
Nous tenons a rappeler qu’on ne simulée jamais ure.densité !

Il faut veiller a respecter la syntaxe. On ne doit pas écriré « S <
Beaucoup d’erreurs pour le S = S + ...

Des réponses non présentes dans le sujet ont été proposées.Pe

C’est une question élémentaire, que tous les candidats devr traitée, ce qui fut loin d’étre
le cas. Il est d’autant plus dommage de voir que certaing ehit’ & se tromper sur cette lecture
graphique ... Lejury n’attendait pas une grande précision dans 1e ures graphiques.

Certains candidats ont utilisé N, = sup{n, S, <= dre a cette question. Or ce n’était
plus d’actualité, signe que ces candidats ne com chitecture du sujet.

Le fait que Nyyp — Ny a la méme loi que Np, t pas d’écrire que P(Ny + Nyyp — N = 0) =
P(N, + Nj, = 0).

Peu de candidats justifient le passage de [ | & [Ny = 0] N [Negp, — Ny = 0].

trop géné les candidats)
Le produit par un nombre positif p j inegalité n’est quasiment jamais évoqué.
Cette question fut peu traitée et rarement aniere correcte.

. . N . . . 7’ 7’ I m
Certains ne considerent pas l'indication donnée par I’énoncé ou la transforment en posant n = —.
n

Tres peu de candidats traitent cette question, souvent avec de tres belles résolutions.

On lit tres peu de bonnes réponses a ce développement limité si simple et classique.
On trouve beaucoup de réponses du type « po(h) = 1+ x + o(x) ». Encore une fois, cela révele bien
la difficulté de beaucoup de candidats & gérer correctement leurs variables.

Quelques candidats mélangent les notations ~ et o(...) en écrivant par exemple po(h) ~ 1 —Ah+o(h).
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(b) La définition d’un systéeme complet d’événements n’est pas bien connue par les candidats. Beaucoup
essalent notamment de justifier que P(N; = 0) + P(N; = 1) + P(N; > 2) = 1. Rappelofis que les
sommes d’évenements n’ont pas de sens, tout autant que les réunions de probabilités.

(c) Cette question fut peu traitée par les candidats.

(d) Cette question est peu abordée. Cependant la définition du nombre dérivé est bien connue.
Mais rappelons que ce nombre dérivé est une limite, ainsi le résultat ne doit plus

(e) Beaucoup ne ménent pas leurs calculs jusqu’au bout et donc n’aboutissent pas a la
c’est dommage lorsque la méthode est bien amorcée.

roposée :

(f) Peu de copies traitent cette question. Parmi celles qui le font, la question dans la

primitivation de g, ; est rarement bien traitée.

(g) Cette question assez souvent repérée est alors traitée correctement. Cel
regrets a tous les candidats qui ne l'ont pas abordée!

de profonds

Cette question ne fut abordée que par i .

i ite quand bo .
s peu de candidats.
eux candidats.

(a)

(b) Cette question est rarement traité
) Cette question ne fut abordée

) Question assez souvent re

Encore une question

(e) Cette question ne
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