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ECRICOME 2016 S

Eléments de correction

Premier exercice

1. a. On a, pour x — 0,

=1—x+x*+ o(x*).

52
In(1 =x - —
n(l+x) =x 5 —

b. 1l vient :

1 1(n+1> 1 1 1(1+1>
Wyt — Wy = —In = — —In —
+ n nl—i—% n

o) = (- ze ()
=—(1—-—=4+ol—-))]—-(-——4 0=
n n n n 2n? n?
1+ (1) 1
= —— ol — ~N ——
2n? n? 2n?

c. Par comparaison 4 la série de Riemann convergente — > —, dont les term
série > Wy — w, est convergente. Par théoréme, la convergence de cette sé
a celle de la suite (w,).

?

us négatifs, la
te ique équivaut

2. La fonction ¢ est de classe € sur |0, +00| avee :
= Int
==
On en déduit ses variations, résumeées dans le tableau ci-dessous :

vVt edo,+o0[, ()

t 0 e

0 /e

—0

3. a. En utilisant la décroissance de ¢ sur |3, +oo], il vient
+1) <0,

,. On montrerait de méme la croissance de

Vn > 2, Sz(n+1) —Su=0

ce qui met en évidence la décroissance de la suit
la suite (S;,41)n>2- Enfin,

Les deux suites (Sy,) =2 €t (Sz,41)n>2 sont centes.
b. Les suites (Sp) =2 et (Sznt1)ns2 €tant a convergent vers une limite commune. Il en
va donc de méme des deux suites ext ncipales® (Syn)n>1 €t (Sani1)ns0, ce qui entraine ? la

convergence de la suite compléte (S,)
La série Y . u,, dont la suite (S,),-; des so artielles converge comme on vient de le voir, est
donc elle-méme convergente. Cependant elle n’est pas absolument convergente car n|u,| =Inn —
+00 si bien que 0 < & = of|u,|), ce qui justifie la divergence de la série ) |u,| par comparaison a
la série harmonique ) =, divergente.

4. a. Pour n > 3 donné, la décroissance de la fonction ¢ sur U'intervalle [n, n + 1] C [e, +00] entraine :
ln(n 4 1) n+1 n+1 n+1 Int
— = 1)dt < t)dt = —dt.
v [ eenas [Tewas [T8
b. En observant que :

n+1 2.5 1 2 9
Vn >3, / thtdt:[ant)]“_(“("“)) (Inn)

2

n 2 2 7

1. Qui « recouvrent » la suite compleéte, au sens ott {2n},>; U {2n+ 1}, = IN*.
2. On peut sans doute utiliser ce théoréme, bien qu’il ne soit pas explicitement au programme.
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I'inégalité de la question a. donne :

Vn>3, Vg — V=

= —dt
n+1 2 2 n+1 t

ce qui met en évidence la décroissance de la suite (v,),>3. Celle-ci est également minorée car le méme
argument qu’en a. donne :

In(n+1) (In(n+ l))2 N (Inn)* In(n+1) /"+1 Int

k+1
vk>3 K / Ity
k k t
d’ou:
" Ink (Mt 1 k  [*Int
=1 k k=1 k k t
2 k+1 . 2
5 (nk _/ m_fdt) ILERE
=\ k k t 2
Décroissante et minorée, la suite (v,),>3 est donc convergente.
5. Il vient, pour n > 1:
2n Ink 2» Ink 22 1In k
Son = Z(—l)kT = > ((=1)F+ )— - Z
k=1 k=1
ou:
Vkez, (—0kki= {0 s%kestlm.peur
2+.si k est pair
si bien que :
Ink 2z lnk " In(2 2n In
-2 3 T GRS 5
1<k<2n k=1 j=1 k=1

k pair
apres changement d’indice k = 2j dans la premiére somme. Pui

n o1 Ink 2n In k

Son=(In2) > ZT_

?r
i
?v' !

no1
—(an)];E-i-(vn-l- )
no1 2
=(In2)> -+,
i1 k
= (an)En:l-i—vn
i k

6. D’apres 5.,
(In2)?

2
a série > u, convergente d’apres 3.b. et la suite
e extraite (vy,) vers la méme limite,

d’ou, en passant a la limite lorsque n — oo
(v,) convergente d’aprés 4.b., ainsi donc que sa

00 2
S () = yme - (22
n=1 n 2

Deuxiéme exercice

1. a. Pour P € R,[X], degP” < (degP) — 2 < net deg(XP') = degX + degP’ < degP < n si bien que
¢(P) appartient a I’espace vectoriel R,[X]. La linéarité de ¢ est conséquence de celle de la dérivation.
L’application ¢ est donc un endomorphisme de R,[X].
https://vertuprepas.com/
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b. Il vient ¢(1) = 0, p(X) = 4X puis p(X) = 4iX' — j(j — )X ?pour2 < j < n.
La matrice A, représentative de ( en base canonique, carrée d’ordre n + 1, a donc pour coefficient

générique
4j sii=j
aj=1—jj—1) sii=j—2, 0<ij<n
0 sinon
Elle s’écrit en extension :
00 —2 0 0
04 0 -6
0 8 0 . 0
An: . . ) ) ) GM,H_I(R),
. . . . . _n<n_1)
M 0 . 0
00 --- 0 0 4n

est donc

”

c. Le calcul donne immédiatement (p(3X — 4X°) = 12(3X — 4X?). Le polyndme

vecteur propre de ¢ pour la valeur propre 12.
coefficients
orme 4k, 0 <
diagonalisable

d. Les valeurs propres de ¢ sont celles de sa matrice représentative A,, -3
diagonaux puisque celle-ci est triangulaire : il s’agit de 0,4, 8, ..., 4ni.e.

k < n.L’endomorphisme ¢ admettant ainsi n + 1 =dim R, [X Valeur i
et ses sous-espaces propres sont de dimension 1.
2. a. La fonction f est de classe ¢ suf l'ouvert D, par opérations sur
des dérivées partielles données par :
V(xa y) & DZ, 81f(x, y) .
b. Pour (x,y) € D,,
4x —1= 0
t, seule B = (—%, %) appartient a

1
(y1 X)2 _(y—xl)z >
o 2t o

).

Les valeurs propres de cette matrice sont les réels A pour lesquels la matrice

V2£(B) — AL = (3__3 3‘_&)

n’est pas inversible, i.e. dont le déterminant (3 — A\)* —1 = (2— \)(4 — \) est nul : il s’agit donc de 2
et 4, toutes deux strictement positives. La fonction f présente donc au point critique B un minimum
local.

2. Elle admet donc

- 1]
<

Vi(x,y) =0 < {if}:

Parmi les deux solutions (—5, %) et ( ) du sy

D,, c’est donc l'unique point critique de la foncti

c. La fonction f admet pour matrice hessienne

Y(x,y) € D,, V?*f

et en particulier au point B :

3. a. On obtient :
1
Vke[1,n], Of(x,...,x) =2x— > + > =2x — Y.

1<i<k Xk — Xi k<j<n Xj — Xk i#k Xk — Xi

b. C’est une conséquence immédiate de la définition de point critique et de I’expression obtenue en a..
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c. Soit k € [1, n]). Partant de S(X) = (X — x;)Q(X), il vient :
§'(X) = (X = x)Qu(X) + Qu(X) et S"(X) = 2Q4(X) + (X — %) Q¢(X)
et en particulier Si(xx) = Q,(xx) et S”(xx) = 2Q} (xx).

d. Le résultat s’obtient en appliquant la formule

VP,,....P, € RIX], (f[PJ-)' _ i(PQHPj) - (Jl_ﬁ[le) Zf,—/

j=1 =18 A i=1
que l’on justifie par récurrence sur n > 2 (la premiére formule est une égalité polynomiale, la seconde
une égalité entre fonctions rationnelles en dehors des racines des polynoémes Py, ..., P,).

e. Pour k € [1, n], la formule de la question d. est valable en x; et montre que :

1
2% — > =0 <= 4x0,(x) —2Q.(x) =0
£k Xk — Xj
puisque Q;(x¢) = [, (%x — x;) # 0 sachant que xy, .. ., x, sont deux-a-deux disti

Vu les questions b. et c., il en ressort que u est point critique de f si, et seule
S”(xx) = 0 pour tout k € [1, n].
f. D’apres la question e., le point u est critique pour f si, et seulement si, le poly 4XS"s’annule
enxi,...,Xx, e est multiple de S = [[;_, (X — x¢) puisque xi, . .., x, sont de ux distincts. En
comparant les degrés, on peut donc énoncer que u est point critique de f
A € R tel que S” — 4XS’ = )AS.

on observe donc que le réel ), s’il existe, est nécessairement égal 3

4. a. D’apres la question 3.f., un point u = (x5, .:..x,) € D, est gnitig our f si, et seulement si,
le polynoéme S = [[;_, (X~ x;), unitaire (i.e. de coefficient d a 1) de degré n, vérifie
©(S) = 4nS i.e. est propre pour p associé a la valeur propre 4 és 1.d., le sous-espace propre
de ¢ pour la valeurpropre 4n est une droite et ne contient don n seul polynome unitaire. Les
coordonnées de u, qui sont les racines de S ordonnées ement croissant, sont donc
déterminées par ¢, ce qui établit ['unicité d'un éventuel

Remarque. On n’a pas justifié I'existence d’un point criti car a ce stade, rien n’assure que

le seul polynéme unitaire du sous-espace propre de r propre 4n soit scindé a racines
simples de degré n, i.e. de la forme S = [];_, (X — cee < X

b. Dans le cas n = 3, le seul vecteur propre unitaire la valeur propre 4-3 = 12 est le polynéme
X —3IX =X(X— ?)(X + \/75) qui est bien scindé a imples. D’apres le raisonnement mené
en a., la fonction f admet donc (—‘/75, 0, ‘/75)

Probleme

Premiére partie

1. a. On obtient immédiatement :
1
a+1

b. Pour (a,b) € IN x IN*, les deux fonctions x —— x**!' et x — (1 — x)
segment [0, 1], et une intégration par parties est donc possible :

! b X b b oxett b—1 b
o= | x%(1— d:[ 1— } / b(1— %) dx = —Tpr s,
o= [ e = [Fna-w] 5 [ -0 s et

1
Vae N, Ia,oz/x“dx:
0

b sont de classe € sur le

a-+1

le crochet étantnulcara+1 > 0et b > 0.
https://vertuprepas.com/
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c. On en déduit par récurrence sur b € IN (en intégrant le Va dans le prédicat de récurrence) que :
b(b—1)---1 alb!
Ia—i—b,O =
(a+1)(a+2)---(a+b) (

VbGIN, VaG]N, Ia,b: m

En effet, la formule a été établie pour b = 0 en a. et si, pour b € IN* donné, elle est acquise au rang
b — 1 alors, d’apres b.,

b I b (a+D)(b-1)! alb!
a+17 T a4 1 (a+b+1)! (a+b+1)
si bien que la formule est encore valable au rang b.

d. La fonction f; , est continue sur R \ {0, 1} et positive sur R. La fonction f; , étant conti
segment [0, 1] et nulle en dehors, son intégrale converge avec :

—+o00 | 1
Jap(x) dx = atbr i) ?T 2k / x(1—x)Pdx=1
. alb! 0

Vae IN, Ia,b =

d’apres c.. Toutes les conditions sont donc réunies pour que f; , soit une densité de ité.
2. On peut noter pour commencer que X est presque slirement a valeurs dans [0, 1 si bien
qu’elle admet des moments a tout ordre.

a. Il vient d’apreés 1.c. :
+o0 1

E(X) — /_ () dx = ——

Ia,b 0
b. On a de méme :
E(X?) = / o p(x) dx= —
—o0 Ia,b 0
d’ou, d’apres la formule de Keenig-Huygens,

V(X) = E(X?) — E(X)* =

c. La fonction proposée est de classe ¢ sur |0, 1] avec, po

F’(x) _ (a N b_|_ 1)! a+zb§|—1 kxk_l(l A x)a+b+1—k _ (

k=a+1
atb 11 — x)
= (a+b+1 ![ (
( ) kgi-l (k—l)!(a+b—
car pour k = @+ b + 1, le deuxiéme terme eg ‘o, par télescopage,

- (a+b+1)![(xa(2!—;!x)b_

C’est donc une primitive de f,  sur |0,
La variable a densité X prenant presque e
pour x ¢ ]0, 1] (le calcul donne F(1) = 1 : sév
x €]0,1],

es valeurs dans |0, 1], on a déja P(X < x) = F(x)
terme d’indice k = a + b 4 1 n’est pas nul). Pour

P(X < x) = /_x fp(t)dt = /Oxfa,,,(t) dr = [F(1)]; = F(x).

La variable X admet donc F pour fonction de répartition.

Deuxiéme partie

3. Au cours des n tirages, on peut tirer un nombre quelconque de boules rouges compris entre 0 et n :

Xn(Q) = [[0’ n]]'

4. Le choix des noms des fonctions experience et simulation est trés discutable...

3. Au sens ou sa restriction a [0, 1] est continue.
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a. Au cours d’un tel tirage, on obtient une boule rouge avec probabilité p = ny Puisque l'instruc-
tion rand () <p simule un événement de probabilité p, la fonction codée ci-dessous simule le tirage
considéré.

Listing 1 : simulation d’un tirage

function res=tirage(x,y)
r=rand() ;
if (r<x/(x+y)) then
res=0;
else
res=1;
end
endfunction

Remarque. Dans le code ci-dessus, le bloc if...then...else...end peut étre re
truction plus courte res=(r>x/ (x+y)), ou r>x/ (x+y) est un booléen, assimilé
b. La fonction ci-dessous simule les n tirages en modifiant la composition de I'u

Listing 2 : simulation de I'expérience

function Xn=experience(a,b,n)
x=a; // nombre initial de<boules rouges dans 1l’ur
y=b;  // nombre initial.de boules blanches dan
for k=1:n
r=tirage(x,y);
if (r==0) then. // on a tiré une boule ro
x=x+1; // on ajoute une boule rg
else
y=y+1s
end
end
Xn=x-a;
endfunction

rlo (basée sur laloi des grands nombres),
quence de réalisation de I’événement

c. On approche laloide X, en utilisant la méthode
qui consiste a approcher la probabilité P(X,
[X, = k] au cours d'un grand nombre de si
Dans la fonction proposée ci-dessous, on ré
teur 1loi pour compter le nombre de ré
avant de le diviser par m pour obtenir

tions de la variable X,, et on utilise le vec-
chacun des événements [X, = k], 0 < k < n,

Listing 3 : approximation de la lo1

function loi=simulation(a,b,n,m)
loi=zeros(1,n+1);
for j=1:m
x=experience(a,b,n)+1;
loi(x)=loi(x)+1; // on incrémente le compteur correspondant
// au résultat observé
end
loi=loi/m;
endfunction

Remarque. Dans le code ci-dessus, un décalage est imposé par la syntaxe Scilab : les éléments du
vecteur 1oi sont numérotés de 1 a n+1. Le contenu de 1oi(k) se rapporte donc a P(X = k — 1)
pour1 < k< n+1
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5. Il aurait été plus judicieux d’utiliser I'instruction bar (0:n, simulation(1,1,n,1075)) pour avoir
en abscisses les valeurs prises par la variable X, (elles sont numérotées de 1 a n + 1 dans les sorties
graphiques proposées, alors qu’elles devraient I’étre entre 0 et n).

a. Le nombre de simulations étant assez grand, on peut considérer que I’approximation par la méthode
de Monte-Carlo est acceptable. Les sorties graphiques proposées conduisent a conjecturer que la
variable X, suit la loi uniforme sur [0, n].

b. La variable X; est la variable de Bernoulli associée a 'expérience constituée d'un unique tirage dans
une urne contenant une boule rouge et une boule blanche, dans laquelle le succes est 'apparition
d’une boule rouge. Elle suit donc la loi de Bernoulli de paramétre 3, c’est-a-dire la loi uni
{0, 1}, en accord avec le résultat conjecturé en a..

c. Sachant I'événement [X, = k| réalisé, I'événement [X,,; = /] se réalise si, et seuleme
¢ — k boules rouges au cours du n + 1-iéme tirage, dans une urne qui contient n + 2 boules

k + 1 rouges. Ainsi :
i iy
V( < [[0, n + 1]] 5 P[Xn:k](xn+1 == g) == k_::_—é Sl E - k +
sinon

d. Le résultat a été établi pour n = 1 dans la question b.. S’il est acquis a un
la formule des probabilités totales appliquée au systeme complet associé
obtient pour ¢ € [[1, n] :

ors, d’apres
netvuc., on

P(Xpp1 = 1) = 2_: P (X, = k) Pix,— g (Xnt1 =€)
P(X, =€—1) Pxep (X1 =) + P Xo=t] (X1 = {)
Ny < 6 e n—4¢-+ 1) 1
n4+1\n+2 n+2 / n+

et la formule est encore valable pour ¢ = 0 (resp. { =
¢ — 1] (resp. [X, = []) est impossible mais 'expression, utilisée po
Px,—¢(Xnt1 = () est nulle et le calcul demeure donc ¢
[0, n + 1], ce qui constitue le résultat au rang n + 1.

ce cas, 'événement [X, =

Px,—e—1](Xny1 = ) (resp.
Ainsi X,,;; suit la loi uniforme sur

6. a. On utilise la formule des probabilités composées eflea probabilités conditionnelles avec
un raisonnement similaire a celui utilisé en 5.c. :

PR, N--tAR ARy M-+~ NR,) = P(R,

X Pgrn..nr, (Rk+1

RiN--NRg_4 (Rk) X

Ry

R (Rer2) - Proereriine- i (Rn)

_a a+1 a
a+ba+b+i
b b+n—k-—1
X - —_—
a+ b+ a+b+n—1
atk—1)! (b+n—k—1)!
((a_l)!) ( (b—1)! ) _ )!(b+n— k— 1)!(a+b— 1)!
(atbin—1)! (a—D(b-Dl(a+b+n—-1)!

(a+b—1)!

b. L’événement [X, = k| est 'union disjointe des événements

AR NR;

i€l igl
lorsque I décrit 'ensemble des parties a k éléments de [1, n]. Ces parties sont au nombre de ( ) et,
pour chacune d’elles, I'événement précédent a méme probabilité que celui étudié a la question a.. En
effet, le méme raisonnement conduira a une expression similaire ou le dénominateur sera identique
et le numérateur formé des mémes facteurs mais dans un ordre différent. Finalement, on a donc :

o (a+k—1(b+n—k—1)(a+b—1)!
P, = k) = <k) (a—DI(b—1D!(a+b+n—1)! ’
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c. Pour k € [0, n], lexpression obtenue en b. donne :
nl (a+k—-D(b+n—k—-1)l(a+b—1)

P =k = = (a—0)ib—Di(at brn-1)
C(atk=DI(b+n—k-1! (a+b-D ()T
(a— 1Dk (b= (n—k)!(a+b+n—1) (fﬂaﬁj;l)

d. En écrivant que >, P(X, = k) = 1, on obtient la formule

2": at+k—-1\(b+n—k—-1\ (a+b+n—1
=\ a-—1 b—1 -\ a+b-1 )’

valable pour tous a, b, n € IN*.
On peut alors écrire, en appliquant le théoréme de transfert a la variable finie a + X, et lafor
d’absorption,

E(a+X,) = kX::O(a"' k) ( “‘(2+>b(+n-bf)l ) - (“+”‘c:"‘1) 2": (a . k) (b p-

atb—1 a+b—1 ) k=0 a

puis, d’apres la formule (1) appliquée a a + 1 et b et de nouveau la formule on,
b b
E(a+X,) = Wan—l(ﬁ J;n) sy’

( a+b—1 ) a+ a+

Par suite, )
at+otn
E(X,) = E(a£X,) — a = (__1
Troisieme partie

7. a. Sachant que X, prend des valeurs positives ou nulles, il en va
P(Y, < x) = 0 pour tout x < 0.

b. En raisonnant de méme a partir de X, < n, on obtient

tout x > 1.

de Y, etl'on a donc F,(x) =

d’ou F,(x) = P(Y, < x) = 1 pour

8. a. Puisque X, est a valeurs entiéres, les événements | | ¥]] sont égaux pour y € R. On

a donc :
F.(x) = P(Y, < x) = P&, = P(X, < |nx]).

k—1\/b+tn—k—1
a—1 b—1 '

= |nx] +a(onabiena < p < a+ nx <

SR

- 1)-.- —j+1 m
(iﬁ>:m(m ) _(m j+ )Nf7 m s oo
j J! J!

d. Des inégalités qui définissent la partie entiére, on déduit que :

La formule sommatoire admise appli
a+ n+ b —1) permet de poursuivre 1

1

F.(x) =

c. Pour j € IN donné,

1
wnen, 1- L™y
nx nx

d’ou il ressort, par encadrement, que ] 41 4. qu’on a I’équivalent | nx| ~ nx lorsque n — cc.

nx
Pour i € [a,a+ b — 1], on a donc

x|

b+n—1— |nx] :b—1+n<1——) ~n(l—x) =400, n— 00
n
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d’ou, d’apres c. :

(LnxJ+a> (b+n—1—LnxJ) (Inx]+a)" (btn—1—|nx|)*tt—1"
i at+b—1—i -~ il (a+b—1—10)!
(“+b+”‘1) (atbtn—p)ett=t ’
a+b-1 (atb—1)!

n— oo

c’est-a-dire, puisque les exposants sont fixes,
nx]+a\ (b+n—1—|nx i at+b—1—i
(L £+ )( —Z+bl—1L—i J) - (a+b—1)! (nx) (n(l - x))
(“them ) illa+b—1—1i)! natb-1

a+b—1
_ (a +b— 1) xi(1 — x)otbmi—
i

,  n— 0.

On en déduit d’apres b. (le nombre de termes de la somme est indépendant de n) que :

at+b—1 b—1 ] ]
lim F,(x) = > (a * _ )x‘(l — x)otbm
n—00 —a 1

9. Il vient :

b+n—1

_ G5
- (a+b+n—1)

a+b—1
(b+n—1)""1 )
(b—1)!
~Y ~Y

(atbtn—1)atb—1

(a+b—1)!

10. D’apres 2.c., 7., 8.d. et 9.,0on a :

ou Y est une variable aléatoi
vers Y.

11. D’apres 2.a. et 6.d.,

mais ce n’est pas u
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