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ECRICOME 2015 S

Eléments de correction

Premier exercice

On supposera que n > 1 (sans quoi 'endomorphisme ¢ est nul).

1. a. Tout d’abord, ¢ est linéaire de R,[X] dans R[X] par linéarité de la dérivation. Puis, pour P € R, [X],
degP” < degP — 2 < degP et deg2XP’ = 1 + degP’ < degP donc degp(P) < degRet ¢(P)
appartient a R,[X]. Ainsi ¢ et un endomorphisme de R,[X].

b. On calcule (1) = 0, p(X) = —2X et

vielz,n], oX)=jj-1)xX"?*-2X

d’ou la matrice représentative de ¢ en base canonique :

o 0 2 0 --- 0
0 -2 0 6
0 0 —4 0 . 0
A=
0 —6 - n(n—1)
o (0) 0
0 -« & .. 0 —2n

de coefficient générique (en numérotant les lignes et colonnes de

—2j Sii=j
aj = j(j—l) sii=j—2 ,
0 sinon

2. a. Soient P et Q deux éléments non nuls de R,[X], de t de coefficients dominants a, et
b,. La fonction f : £ = P(£)Q(t)e " est continu [ avec :

I — +oo

e t — £00, d’ou 'on déduit la convergence de

par croissances comparées. Ainsi f(t) = o(4;
. —1 —+o00
iemann convergentes [ ¥ et &,

I'intégrale fjoio f(#) di par comparaison aus .
b. L’application (, -) est bilinéaire par linéarit tégrale généralisée convergente et symétrique.
De plus, pour P € R, [X],

ot la fonction t — P(t)%e~" est continue et positive. On a donc égalité ci-dessus si, et seulement
si, P(t)%e~" = 0 pour tout ¢t € R, ce qui fait une infinité de racines pour P et équivaut donc a la
nullité de ce polynéme.

Toutes les conditions sont donc réunies pour faire de (-, -) un produit scalaire sur R, [X].

3. Pour P, Q € R, [X] donnés, une intégration par parties sur [a, b] C R donne :
b b
/ o(P)(£)Q(t)e™" dt = / (e™"P"(1) — 2te™"P'(1))Q(¢) dt
b
— (e *P(1)Q(1)]" - / (e P'(1)Q(1) .

En faisant tendre a vers —oo et b vers 400, le crochet tend vers 0 comme en 2.a. et 'on récupere
(p(P),Q) = — (P',Q’), qui admet donc une expression symétrique en P et Q, ce qui prouve que I’en-
domorphisme ¢ est symétrique.
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4. a. Certes, (Py, Py, ..., P,) est obtenue par application du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
a la base canonique de R,[X], ce qui donne immédiatement le résultat, mais on attend sans doute
une justification plus poussée...

On commence par justifier par une récurrence immédiate que Py est de degré k pour tout k € [0, n].
On peut alors montrer par récurrence sur k que pour tout k € [0, n, (Py, Py, ...,Px) est une base
orthogonale de R;[X]. Le résultat est clair pour k = 0 et, s’il est acquis & un rang k < n, alors

k(P X k /P P,
Xk+1 . Pk+1 — Z < >P1 _ Z < Xk+1>

= Ak = \IPi]l’ P4

est le projeté orthogonal de X*™ sur R;[X] car les polynomes ﬁPi, 0 < i<k, forme
orthonormale de R¢[X] par hypothése de récurrence. Dans ces conditions, X — pg, x
est orthogonal & Ry[X]| donc a Py, ..., Py Ainsi (Py, Py, ..., P, Pri;) est une famille o

formée de k + 2 = dim Ry, [X] vecteurs non nuls de R[X], c’en est donc une ba

un rang k < n, alorspour j < k+1:
k P, Xk-H
(P, Prra) = (P;, X*1) — > W (P;, Pi) = (P, X"1) —
car, dans la somme, tous les termes d’indice i # j sont nuls par hypotheé
b. Le cas de P, est immédiat : ¢(Py) = 0 et Py 0 est donc propre pour la
Pour k > 1, le polyndme P appartient.d R;[X] mais aussi a Ry_;[X] 5 ux sous-espaces
stables par ¢ : le premier d’apres 'argument développé en 1.a., le g
I’endomorphisme symétrique . Dans ces conditions, le polynome‘@(RBy)f@ppartient aussi a Ri[X] en
étant orthogonal a Ry_,[X] ; il est done colinéaire a Py, ce qui sighlif Py, 7~ 0 est vecteur propre
de . En comparant les monémes dominants de Py et ¢(Py), oy @‘v ent que Py est associé
a la valeur propre \;, = —2k (ce qu’on peut justifier géomét 0

-y

Deuxiéme

itaP = (X—1)(2X*—X—1) = (X—1)%(2X+1).
ctions dérivables, avec :

1. a. On observe que 1 est racine évidente de P, ce
b. La fonction u est dérivable sur I par opéra

2cos’x —3cos’x+1  P(cosx)

1
Vxel, u(x =—<2cosx+ = .
’ (*) 3 @ 3 cos? x 3 cos? x

c. D’aprés a. et b., ¥/(x) est du signe de 47 >
strictement croissante sur I.
d. La fonction v est dérivable sur I avec :
3cos x(2 4 cos x) + 3(1 — cos® x CcoS X
Vxel, V(x)=1- ( )+ 3( ) _ )
(2 + cos x)? (2 + cos x)?

1 > 0 pour x € I La fonction u est donc

pour Q =X* —2X 4+ 1= (X —1)%

e. Il apparait sur 'expression obtenue en d. que v/(x) > 0 pour tout x € I et la fonction v est donc
strictement croissante sur I.

f. Les fonctions u et v étant strictement croissantes sur I, elles prennent des valeurs strictement su-
périeures a leurs limites a droite en 0, toutes deux nulles. Ainsi u(x) = f(x) — x > 0 et v(x) =
x — g(x) > 01ie. g(x) < x < f(x) pour tout x € L.

2. a. On obtient :

2 2

™ s s R ¢ \/i \/§ 1 \/§—i—l
cos—=cos—cos—+sm—sm—=—( >=
46 476 2 2v/2
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. On linéarise :

. En appliquant ’encadrement de la question 1.f. 3

puis

.o T s T .
sin — = sin —cos — — coS — sin — = —
12 4 6 4 6 2

et

tan — =

T sinfy  V3-1 (V3 —1)? 4-2V3 B
12 cos % V31 (\/§+l)(\/§—1)_ 2 =2-V3.

. L’encadrement de la question 1.f. pour x = 77 donne :

9 -1
\/_(\/_ )< c /6 2V2 18— 43
2+
i.e., aprés quelques simplifications (on n’attend sans doute pas forcément une telle préci

minorant...),

504 — 792/2 — 361/3 + 9361/6
V2 V3 \/_<7r<8—4\/§—2\/§+2\/3.

193

Vo€ R, cos’f = (ew*e_w)z_em*“e_m _ 1+ ghul20)
) - 2 - 4 - v
pour obtenir la relation demandée.

En notant, pour n € IN donné, 6, = 557> on adonc :
1+ cos(20 1+ cosé
be‘l = COS2 9n+1 —8 2< n+1) = 5 n

d’ot, puisque by, = cos,,; > 0'sachant que 0,4, € [0, 7],

1+ b,

bn—i—l — 9

De méme,

n+1 = sin 9n+1 =1 —cos 071—}-1 =1

avec a,.1 > 0 d’ou

n obtient :

VneN, 3-2'g 2"£(6,)

ie. 4
VneN, 9. 2"(2an + b—”)
. Lorsque x — 0,
flx) = et g(x)~x

d’ou, puisque 8, — 0 lorsque n — 0o :
3-2"f(A,) ~3-2"0, =1 —7m et 3-2"g(0,) ~3-2"0,— m,

d’ou le résultat.

. La fonction donnée ci-dessous calcule les termes des suites (ay) et (b) jusqu’a ce que le segment

[, Bi] = [9-2* ikbk 2"(2ak+bk)]

soit de longueur inférieure a 2e. Le réel 7, qui appartient a I'intervalle |ay, fGx[, est alors a distance
inférieure a e du milieu m = %ﬂ" de I'intervalle ; le milieu m constitue donc une valeur approchée
de 7 a la précision e.
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Listing 1 : code de la fonction h
function [x,k]=h(e)
k=0;
a=sqrt(3)/2; // on initialise a a a0
b=1/2; // on initialise b a b0
while (2"kx(2*a+a/b) - 9*27kxa/(2+b) > 2xe)
a=sqrt ((1-b)/2);
b=sqrt ((1+b)/2);

k=k+1;
end
x=(9*2 k*a/ (2+b) + 2"k*(2*a+a/b))/2;
endfunction

e. Bien entendu, il est possible d’utiliser directement la fonction h (c’est sans doute ce ):

Listing 2 : nombre d’itérations, version naive

function Y=nb_iterations_naif (p)
Y=zeros(1,p);

for j=1:p
[x,k]=h(10"(-j));
Y(j)=k;

end

endfunction

mais en procédant ainsi, onrefait plusieurs fois les mémes c
Ci-dessous une version plus pertinente.

‘est pas tres efficace !

Listing 3 : nombre d’itérations

function Y=nb_iterations(p)
Y=zeros(1,p);
k=0;
a=sqrt(8)/2; // on initialise a a
b=1/2;  // on initialise b a b0 &
+b)

for j=1:p
while (2°k*(2%at+a/b) - 9%27kx

a=sqrt((1-b)/2);

b=sqrt ((1+b) /2) ;
k=k+1;
end
Y(3)=k;
end
f. Les premieres valeurs laissent penser que la précision apportée par chaque passage dans la boucle
est d’environ une décimale. Le changement de comportement observé a partir de k = 16 s’explique
par le fait que Scilab travaille avec 16 chiffres significatifs : a partir du moment ou f; — a < 10716
(alors que ay et By sont de I'ordre de 1), Scilab considére que 3 — ay est nul et la condition de sortie
de boucle est donc satisfaite quelque soit la précision e < 10716

10°(-3))

endfunction
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Probléme

En guise d’introduction, on peut remarquer que pour p < g,ona 0 < Y, < Y, d’ol1, par domination :

> siY, admet une espérance, alors Y, aussi;

> siY, n’admet pas d’espérance, alors Y, non plus.
Il en ressort que X est implosive d’indice m > 2 donné si, et seulement si, Y,, admet une espérance alors
que Y,,_; n’en admet pas, en convenant que Y; = X.

Premiére partie

1. Pour n > 2 et x € R, les variables X;, . . ., X, étant indépendantes et identiquement distribuées :

Fo(x) = P(Y, < x) = P(min(X,, ..., X,) < x) = ]P(kL:JI[Xk <)

n

n
:I—P(ﬂ[Xk>x]) —1- [[P(Xe>x) =1— (1—F(x))
k=1 k=1
2. Puisque la variable X est a densité, sa fonction de répartition F est continue s
avec pour dérivée f sur R privé d’'un ensemble fini A de points. Dans ces cox
répartition obtenue pour Y, a la question 1. est continue sur R et de clas
x — nf(x)(1 — F(x))" " sur R\ A. La variable Y, est donc a densité et
densité

fr:x € R nf(x){1 —F(x))n_l.

3. Sachant que V est positive, sa densité est nulle sur R_ d’ou

Vx ey, @(x):/x o) dt =

—00

et, sous réserve d’existence;

La fonction ¢ étant continue sur IR par hypothese, la fo ® est donc de classe ¢ sur R, tout
entier, de dérivée &’ = .

a. Pour x > 0, une intégration par parties sur le segme

/x to(t)de= [t(D(1) - 1)], — /Ox(q)(t)

0

b. On a tout d’abord :

, en primitivant p en ¢ — 1:

dt = 1—®(1)) dt — x(1 — ®(x)).

/:oo o(t)dt < /:oo to(t) dt

comme queue de 'intégrale fo+oo tp(t) dt,

Vx/ 20, 0<x(l—<I>(x)):x

ou le membre de droite tend vers 0 lor
convergente puisque V admet une espé
Il en ressort par encadrement que x( 1

/Ox(l — (1)) dt = /Ox to(t)dt + x

L’intégrale f0+°° (1 — @(1)) dt est donc convergente et égale a E(V).
c. Puisque 1 — ® est positive et d'intégrale convergente, il vient d’apres a. :

Vx>0, /xtgo(t)dtg/x(l—q)(t)) dt</+oo(1—<1>(t))

vers 0 lorsque x — 400, et donc d’apreés a. que

- o(x)) —— - to(t)dt = E(V).

xX——+00 0

&'@

Ainsi les intégrales partielles de I'intégrale généralisée f0+ to(t) dt sont maJoree{?}\/omme la
fonction t — ty(t) est positive, cela entraine la convergence (absolue) de I 1nteg
ce qui signifie que V admet une espérance.

d. L’équivalence résulte de b. (avec la valeur de I'intégrale précisée ci-dessus) &i@

&
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Deuxiéme partie

4. a. Puisque f est une densité,

+oo +oo
1= f(t)dt:/ S, P
00 0

_ 1+ 2 2’

d’ou l'on déduit la valeur de o = %
b. Le calcul donne immédiatement :

VxeR, F(x)= xf(t)dt— " il
) ) - % Ox 1122 = %arctanx six >0
c. D’apres 1.,
0 six <0
vxeR’ F x :1— l—F x 2 =
2() ( (x)) {1— (1—%arctanx)2 six >

Comme X est a densité, on a vu en 2. que Y, est a densité donnée par

ﬁ:xERl—>2f(x)(1—F(x)):{4 ) 0

e (1 — 2arctanx)

d. Plusieurs méthodes sont possibles, parmi lesquelles :
e Soit x € RY.. Par définition,

1
y = arctan — <= {
x
Or arctan x € ]O, z [ puisque x> 0, si bien que 7 — arctan }C €
T
tan(E — arctan x) =

d’ou le résultat : .
arctan — =
X

est dérivable sur IR, et 'on a :

Vx>0, ¢(x)= x21+i:0

asali en +00: 7, d’ou le résultat.

1 ¢ 1 8 1
— arctan — ~ — —.
7214 x?% x w23

f. On vient de voir que xf;(x) ~ %é > I X 7 00, ce qui assure la convergence (absolue) de
Pintégrale [ tf;(t) dt par comparai intégrales de Riemann. Par ailleurs, xf(x) ~ 21 > 0
— o0 T X

lorsque x — +00, d’ou 'on déduit que I'1 e fj;o tf (¢) dt diverge. Ainsi Y, admet une espé-
rance alors que X n’en admet pas : la variable X est donc implosive d’indice 2.

5. a. La série de terme général P(X = k), k > 0, est télescopique convergente :

Zjolp(xzk):hmi(\/klﬂ—\/klm):1im(1— ! )=1

n—o0 | n—00 \/m
b. En majorant k + 1 par k + 2 au dénominateur, il vient :
Vk+2—vVk+1 k
Vke N, kPX=k)=k =
( ) VE+1wk+2 Vit 1wWk+2(Vk+1+VEk+2)
k 11

Z —————~-—=20, k ;
2(k+2)¥2  2\/k o

de sorte que la série ) , kIP(X = k) diverge par comparaison a la série de Riemann divergente

>k \/LE La variable X n’admet donc pas d’espérance.
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c. Par télescopage,

k ok 1 1 1
WGN,P@g@:;ﬁm:ﬁ:gxw+l—W+Q:1—ﬂﬁ7

d. D’apres 1.,

1
N, P(Y, <k =1-(1-Fk) =1-—
VkeN, P(Y;<k) (1-F(k)) P
Dés lors, 1
Vk € IN, owﬁﬂzﬂngkyJMngk_n:_:T_
puis

k 1>0 k —
T N AT =Y &)
(k+1)(k+2) k

est le terme général d’une série divergente et Y, n’admet donc pas d’espérance.
e. Sur le méme principe,

kP(Y, = k) =

Vkem,lmngkrzv—m—ﬂbf=l—@;%ﬁ-

puis
1 1

VkeN, P(Ys=k)= (k+1)2  (k+2)%

et cette fois-ci
(k+2)%2 —dk+ 1)%% K/
(k+P(k+22 ~ "8
1 132 31 1 3
= o arielp)| ~ g 2
est le terme général d’une série absolument convergente pa

car 2 > 1. La variable ¥5 admet done une espérance.
f. D’apres les réponses aux questions b., d. et e., la variable X est 1

kP(Y, = k) = k [1+

hison'aux séries de Riemann

e d’indice 3.

Troisiéme partie

6. a. La fonction f étant continue sur R \ {1}, positive p d’intégrale convergente puisque

Ainsi pour que f soit une densité, il faut et j
b. La fonction de répartition F de X est donnée

0 six <1

F:xe R+— 1 .
1— == six > 1

c. La variable X admet une espérance si, et

| rwa=@-n [ 2

. 1

t si, 'intégrale de Riemann

converge absolument i.e. si, et seulement si, o > 2.
d. Pour n > 1, la fonction de répartition de Y, est donnée par

. 0 six <1
F,:x€R+——1— (1—F(x)) :{1_; six>1
xn(a—1) =

Pour gagner un peu de temps, on utilise le critere établi en 3. : la variable positive Y, admet une
espérance si, et seulement si, 'intégrale

+00 +00 dt
/0 (1—Fau(r)) dtz/l oy

converge i.e. si, et seulement si, n(a — 1) > 1 ou encore o > 1 + %
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10.

11.

. La fonction de répartition Fy de Y étant a valeurs dans [0

e. Pour m > 2 donné, on a vu en introduction que X est implosive d’indice m si, et seulement si, Y,,
admet une espérance mais pas Y,,_; c’est-a-dire d’apres d. si, et seulement si, 1 + rin <a<1l+4+ ﬁ
Comme 1 + % <1+ ﬁ, il possible de choisir @ > 1 satisfaisant la condition précédente, et la
variable X correspondante est donc implosive d’indice m.

Quatrieme partie

. a. La fonction f est continue sur R\ {2}. Elle est positive si, et seulement si, a > 0. Elle admet pour pri-

mitive sur |2, +oo la fonction x — — % qui admet une limite finie en +o0. L’intégrale [ B 1) de
est donc convergente et vaut ;. Ainsi, pour que f soit une densité de probabilité, il fa i
que a = In2.

b. La variable X admet pour répartition

0 six <2
F:xeR+—
{ — 2 six > 2

In x
c. On observe que 0 < 1 = o(xf(x)) lorsque x — +o0. L’intégrale [ (1)
. N ,.x , . —+oco dt . ’—OO
par comparaison a l'intégrale divergente " < et la variable X n’admet p
d. Pour n > 2, la variable Y,, admet pour répartition
0 six <2

l_in;'z
n-x

F,: xR+
" { six > 2

Par le méme argument qu’en c., on montre que l'intégrale 0+°° (1 erge. La variable
positive Y, n’admet donc pas d’espérance d’apres 3..
e. Aucune des variables Y,,, n > 2,n’admettantd’espérance d’apres d., ble X n’est pas implosive,

bien qu’elle n’ait pas d’espérance d’apres e..

Cinquieme partie

e de X est donnée d’apres 1. par la

formule
Vxe R, F(x)=
. On note ¢ = 1 — p. La fonction de répartition Fy i de loi géométrique de parametre p
vérifie :

\V/k € IN*, Fy(k) -
Plus précisément, puisque Y est a valeurs da
FY tXE

D’apres la question 8., si X est une variable d’indice m implosant sur Y, alors elle admet pour

fonction de répartition

0 six <1

1/m
FxERI—}l_(l_FY<x)) :{1_q|.xj/m six>1

La fonction de répartition étant caractéristique de la loi, la variable X devrait donc suivre la loi géomé-
trique de paramétre 1 — ¢'/™, mais une telle variable admet une espérance et n’est donc pas implosive.
Bref, il n’existe donc aucune variable implosant sur une variable de loi géométrique.

Il suffit de considérer une variable X implosive d’indice m (il en existe d’apres la question 6.) et de poser
Y =X,

L’énoncé original contient une erreur : il faut lire k < m et non k > m...

Soit donc un entier k < m. Une variable implosant a I'indice k sur Y a nécessairement pour fonction
de répartition F* : x € R — 1 — (1 — G(x))'/¥. Cette fonction étant (comme G) croissante, continue
a droite et de limites 0 en —oo et 1 en +00, c’est la fonction de répartition d’une variable X*.
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12.

13.

D’apreés la question 1., les fonctions de répartition des variables Y, = min(Xj,...,X}), n € IN*, asso-
ciées 4 X* sont données par Fj : x — 1 — (1 — F*(x))" = 1 — (1 — G(x))"/*. En particulier, F; = G si
bien que Y; a méme loi que Y ; elle admet donc une espérance car X implose sur Y.

En revanche, on déduit de 'inégalité k < m que :

1-1/k

Vx € [0,400], 0<1—F, (x)=(1-6(x)"""<(1-6x)"" =1-F_,(x)

ou, comme la variable positive Y,,_; n’admet pas d’espérance, I'intégrale f0+°° (1 —Fpy (t)) dt est diver-
5 By ’ . 3. ’ —+00 % . ’

gente d’aprés 3.. Il en résulte par comparaison que 'intégrale [ (1 —F_, (t)) dt diverge également,

ce qui signifie que la variable Y;_, n’admet pas d’espérance.

Ainsi (d’apres 'introduction) X* est implosive d’indice k et implose sur Y.

Sixieme partie

Deux cas peuvent se présenter :

> Si X admet une espérance, alors pour tout n € IN*, X; 4 - - - + X, en admet une

Z, par domination puisque 0 < Z, < X; + - - - + X,,. La variable X n’est donc

> Si X n’admet pas d’espérance, alors Z, n’en admet pas non plus car Z, >
est donc explosive d’indice 2.

En conclusion, la variable X est explosive si, et seulement si, elle n’admet pas

d’explosion est alors égal a 2.

t son indice

D’apres la question 12., n’importe quelle variable X-admettant une espéra r n exemple de
variable non explosive : c’est donc le cas des variables de lois bino 80 que, de Poisson,

=
£
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