ECRICOME 2018 S

Eléments de correction

Premier exercice
Premieére partie

1. On vérifie immédiatement que A*> = A et B*> = B, ce qui donne #* = uet v* = v, d’ott I'on déduit que
les endomorphismes u et v dont des projecteurs de R?.

2. a. Les colonnes de A engendrent la droite dirigée par * (1 a), celles de B la droite dirigée

et celles de
AR — 1+a 1 1
21+a*) \a a

la droite dirigée par * (1 a) lorsque a # —1. Les matrices A et B sont donc de rang
lorsque a # —1, alors qu’elle est de rang 0 pour a = —1. Il en va de méme de
v et u o v qui leur sont canoniquement associés.

b. Le calcul donne immédiatement
2
A1) = (1+a)? (1 ’
a 2(1+a*) \a
(1+a)®

si bien que u o v(gco) = % le vecteur x, # 0'est donc propre j

propre \, = z((llfr“jz).

c. Puisque rguo v < n = 2 vu a., le réel 0 est valeur propre de u o
d’apres b. lorsque a # —1. L’'endomorphisme u o v admettan
en admet dans ce cas exactement deux : 0 et \,. Pour a = —

u o v = 0 admet 0 pourunique valeur propre. Dans tous les
(1+a)?
2(1

que AB
ismes u,

ocié 3 la valeur

urs, )\, en est une autre
s, = 2 valeurs propres, il
est nulle si bien que

Spuov={0,

3. a. En développant (1 — @)* > 0, on met en évidence que,2a < d’ou il ressort que

(1+a?® )
S 2(1+ @) '
Ainsi les valeurs propres de u o v appartiennen
b. Pour que u o v soit un projecteur, il est nécegséire que son spectre soit inclus dans {0, 1}, c’est-a-
dire que ), soit nul ou égal a 1. Le premier pond bien stir a a = —1. Pour le second, on

s’apercoit en remontant le raisonnement
(1+a)7
21+ a)

Réciproquement, AB est nulle pour a =

un projecteur dans les deux cas.
En conclusion, u o v est un projecteur si, et seulement si,a= —1oua = 1.

a B pour a = 1;1’endomorphisme uo v est donc

Deuxiéme partie

4. Par hypothése, 'endomorphisme v est un projecteur symétrique, ce qui signifie que sa matrice B en
base canonique, orthonormale, est symétrique telle que B> = B. Par conséquent, pour X € M,,;(R), il
vient :

IBX||* = "(BX)(BX) = 'X'BBX = 'XBX = (BX)X = (BX, X).
D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que ||BX||* < ||BX|| ||X]| et par suite que ||BX|| <
|X|| (dans le cas ou ||BX]|| > 0 par simplification, comme dans celui ou ||[BX|| = 0).

5. Tout comme B, la matrice A est symétrique. Dans ces conditions, C est symétrique réelle : 'C = '‘B'‘A'B =
BAB = C donc diagonalisable.
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6. a. On obtient aisément, en utilisant les propriétés ‘A = A,'B =Bet A2 = A :
|ABX||* = '(ABX)(ABX) = 'X'B'AABX = 'X(CX) = A'XX = A ||X||*.

2 . , .
b. En remarquant que [X||° > 0 puisque X est non nul en tant que vecteur propre, on déduit de la

. 4 ABX o
question précédente que A = % > 0. Les valeurs propres de C sont donc positives ou nulles.

7. a. De 'hypothése ABX = uX, on déduit que C(BX) = BAB*X = B(ABX) = uBX. Sachant que j # 0

et X # 0, on a par ailleurs ABX = pX # 0 si bien que BX # 0. Tout cela met en évidence que BX
est vecteur propre de C pour la valeur propre .
Puisque les valeurs propres de C sont positives ou nulles d’aprées 6.b. et que i # 0 par hypothese,
on en déduit que p > 0.

b. On a ABX = A(ABX) = uAX d’ot 'on déduit, par comparaison &8 ABX = 1X et sachan
AX =X.

c. [l vient d’apres b. :

=+

(X,BX) = (AX, BX) = X(ABX) = u'XX = 1 || X|*.

8. Si y désigne une valeur propre non nulle de AB et X un vecteur propre associé
i > 0 et Pon remarque, en utilisant 4. et 7.c., que :

plX|* = (X, BX) < [IX] [[BX]| < [IX]*,

d’ou il ressort que i < 1. Ainsi le spectre de AB est-il inclus dans [0, 1].

Deuxieme exercice :

1. On établit pour commencer une relation qui sera utile a plusieurs

, (1+\/§)2:6—|—2\/§:1 V5
4

7.a. que

dans cet exercice :

= =1
’ + e,
si bien que ¢ est une solution de I'équation x* — x — 1
1\2
(5) - 0
2
et —L est donc I'autre solution de cette équation second degré.
2. a. La fonction f est polynomiale donc de class
v(x7Y)€R27 _ya_x_'—y_l)
b. Pour (x, y) € R?,
2
y=x
Vf(x,
f(xy> {xz_x_lzo

d’ou 'on déduit d’apres 1. que f admet deux

A=(ppt)=(p,p+1) et B—(_l i)_(_l ;)
) ) SOJ QOZ SO, o 11
c. En un point critique (x, y), on s’intéresse aux valeurs propres de la hessienne

VEf(x,y) = 6 (2’“ _1).

ts critiques :

-1 1

Il s’agit des réels de la forme 6 pour lesquels la matrice

Vi (x,y) — 6AI, = 6 <2x_—1 A 1__1)\)
n’est pas inversible, c’est-a-dire qui annulent I'expression
(2x—A)(1 =X —1=X—(2x+ 1)\ + 2x — 1.
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Sachant que (x, y) est point critique, on a x* — x — 1 = 0 d’apres 1., si bien que le trindme en A
ci-dessus a pour discriminant (2x + 1)? — 4(2x — 1) = 4(x* — x) + 5 = 9 et pour racines \; = x — 1
et Ay, = x+ 2.

Au point critique A, les valeurs propres 6\; et 6\, de la hessienne sont donc strictement positives :
la fonction f y présente donc un minimum local.

Au point critique B, la hessienne admet deux valeurs propres 6\; < 0 et 6\, > 0, si bien que 'y
présente un point col.

3. On démontre le résultat par récurrence sur n € IN : on calcule u, = 1 pour vérifier que la formule est
vérifiée au rang n = 0 et, si elle est satisfaite pour un entier n € IN, alors

Unt1Unts — ur21+2 = Unp1(Unp1 + Untz) — Unio(Un + Unjs)
= ui—i—l — UpUpyz = _(_1)n+1 = (_1)n+27
d’ou le résultat.

4. a. Le code ci-dessous convient (par exemple) :

Listing 1 : calcul de u,

function u=suite(n)
// v est destiné a contenir u(k-1) et w u(k)
// pour k variant de 1 a n

v=0; // initialisation aux deux premiers rangs
w=1; // correspondant. @ k=1
for k=2:n
t=v; // on retient la valeur de v
v=w; // avant de 1l’é&craser
w=t+v;
end
u=w;

endfunction
b. Par définition, la suite (u,),cn vérifie une relation enge linéaire du second ordre a coefli-
cients constants, dont I'équation caractéristique X — admet deux solutions distinctes ¢

et —é d’aprés 1.. Dans ces conditions, il existe p ¢me un unique couple (A, ) € R? tel que :
1N\n7
VneN, "y ——) .
¥
Les réels A et y sont alors déterminés par le emiers termes de la suite : en écrivant la formule
précédente pour n = 0 et n = 1, on obtignt :

A+ p =-A
— __1 -
U - = T ety
On peut enfin remarquer que :
%) v 1+ V5 1

1
>\: fry = = [ —
o+ P +1 249 5445 45

€ =

pour conclure :

1 1 1\"
Vne N, un:%gon—f—%(—;) .
c. Puisque ‘—$| <1< pdaprési.,ona (—%)" = o(") lorsque n — oo, sibien que u, ~ A" lorsque
n — oo d’apres b.. Dés lors,

1
Upi1 )\QDrH_

~Y

Uy, Aph

=Y —= P, n — oQ.

https://vertuprepas.com/


https://vertuprepas.com/

ECS2 - Lycée La Bruyére, Versailles ECRICOME 2018 S -4

5. a. En utilisant I'équivalent établi en 4.c., il vient :
L (e s
~— = , n— 00
UpUniq A2p \p? -

1
UnUn+1

d’ot 'on déduit la convergence de la série >
convergente puisque 0 < # <1

b. D’aprés la question a., la série ) | zf,,_u_l)H converge absolument. Elle est donc convergente, ce qui
signifie que la suite (S,) de ses sommes partielles est elle-méme convergente.

c. D’apreés 3.,

. \ s . ’ ’ . n
par comparaison a la série géométrique » (ﬁ) ,

-1 wu ., — WP u Upi
\v/n c IN*, Sn—l—l _ Sn — ( ) _ n+1 _ no_ n+

Upt1Unt2 Unpr1Uny2 Unt1 Uny2

d. En utilisant des télescopages a partir de la relation établie en c., il vient :

n—1 n—1 u u
Vn>2, Si=Si+ 3 (Skn -8 = —1+ % (- )
k=1 k=1 >Uk+1 Ukt

En passant aux limites (qui existent d’aprés 4.c. et b.), on en déduit que :
> (—1)F 1 1—+/5
Z u — = _2 \/_ —
k=1 UkUkt1 © (1+5)(1 —+/5)

d’ou le résultat :

k=1 Uilk+1
(==
Probléme
Premiére partie
1. a. On justifie la formule par une récurrence immédiat étailler sur la copie!).
b. A partir de la formule établie en a., il vient :

N
k
P(N =0)e”.

Sachant que cette somme vaut 1 puisque
P(N = 0) = e ?, et la formule de la questié

vk

si bien que N suit la loi de Poisson de pa
par E(N) = V(N) = b.

Remarque. Il n’est pas utile de supposer b > 0 (et on n’a pas utilisé cette hypothése avant d’identifier
une loi de Poisson) : ¢’est une conséquence de la formule e % = P(N = 0) et de I'’hypotheése P(N =
0) < 1.

2. a. La relation de Panjer donne P(N = 2) = 0, ce qui constitue l'initialisation d’une récurrence immé-
diate conduisant a la conclusion que P(N = k) = 0 pour tout k > 2.
b. Par hypothése, P(N = 1) = —aP(N = 0) d’ou I'on déduit, sachant par ailleurs que P(N = 0) +
P(N = 1) = 1 d’apres a., que P(N = 1) = —“. Prenant presque sirement ses valeurs dans {0,1},
la variable N suit donc la loi de Bernoulli de parametre —*.

le admet a ce titre espérance et variance données

3. a. C’est évident (détailler 'expression de P(Z = k — 1)) a partir de la définition :

veeonl, PEz=k = (})pta-prt = T gy
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b. La relation de la question a. s’écrit encore :

1
Vke[,n], P@Z=k = %(—l—k )Pz =k 1),
Elle est encore valable pour k > n (et en particulier pour k = n + 1) puisque Z est a valeurs dans
[0, n]). La variable Z vérifie donc la relation de Panjer avec a = —% <O0etb=(n+ 1)%7.

4. a. En utilisant la relation de Panjer, il vient P(N = 1) = (a + b) P(N = 0), ou P(N = 0) est nécessai-
rement non nul, sans quoi on aurait P(N = k) = 0 pour tout k € IN par récurrence immédiate, en
contradiction avec I’hypothése selon laquelle N est a valeurs dans IN. Par suite, a+ b = w > 0.
L’inégalité est méme stricte, sans quoi on aurait comme ci-dessus P(N = 0) = 1, ce qui

b. Pour m > 1, on a d’apreés la relation de Panjer :

S RPN = k) = S (ak+ B P(N=k—1) = a3 (k+ 1) P(N= k) + b 3 P(N =
k=1 k=1 k=0 k=

par décalage d’indice dans la somme centrale.
c. En appliquant’ le résultat obtenu en b. a 'entier m + 1 et en retranchant a
(m+1)P(N = m+ 1) aux deux membres, il vient :

Vm >0, (l—a)in:k]P(N:k):(a+b)zr_n:]P(N:k)—(m+

Sachant a + b > 0 d’apreés a., il en ressort enparticulier que :

Vm>0, (1—a)d kP(N=k)<(at+b) > P(
k=1 k=0
Puisque 1 — a > 0 par hypothése; les sommes partielles de la séri
sont donc majorées, ce qui assure la convergence (absolue) de
espérance.
Par suite, le terme général de la série ), k P(N = k) conve
limite lorsque m — o0 dans la relation (1) pour obtenir :

tifs S, kP(N = k)

variable N admet une

, et 'on peut donc passer a la

o0 a+b a+b
( ) kgl ( ) 1—a;5 ) 1—a
d. On adapte la méthode proposée en c.. A partir de la
m m—1 m—1
Vm>1, ZkZ]P(N:k):aZ(k +b> (k+1)P(N = k),
k=1 k=0 k=0
on établit la relation :
Vm >0, (l—a)ZkZIP(N:k)— 7 ] k)+ (a+b) >  P(N=k) @
k=1 k=0 2

—(m—i—l_)zIP(N: m+ 1),

d’ou 'on déduit d’abord que les somm
que N admet une espérance, ce qui assur
convergence du terme général de la série préc
lorsque m — oo dans (2) pour obtenir :

la série >, k* P(N = k) sont majorées sachant
e d'un moment d’ordre 2 pour la variable N et la
nte vers 0, ce qui permet enfin de passer a la limite

2a+0b a+b (a+b)(a+b—1)
E(N?) = E(N =
() 1—a ()+1—a (1— a)?
e. Sachant que N admet un moment d’ordre 2, elle admet une variance donnée par la formule de Koenig-
Huygens :
a+b

V(N) = E(N?) — E(N)* = =

f. Ayant déja justifié en a. que a+ b > 0, I'égalité [E(N) = V(N) équivauta 1 —a = 1i.e. a = 0 d’apres
c. et e.. D’apres la question 1. (et notamment la remarque du corrigé), cela implique que N suit une
loi de Poisson. La réciproque est immédiate.

1. L’absence d’information sur le signe de a conduit & quelques contorsions...
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Deuxiéme partie

5. Pour x € [0,1],0na 0 < pex* < pg pour tout k > 0, d’ott 'on déduit la convergence de la série P prexk
par comparaison a la série convergente >, py.

Remarque. L’hypothese % > 0 (qui équivaut plus simplement a b > 0 ou av < —1) est superflue dans les
questions qui suivent.

6. La fonction f est de classe €’ sur [0,1] car a < 1. On établit alors la formule par récurrence? sur
k > 0 : elle est évidente pour k = 0 et, si elle est acquise pour un entier k > 0, alors

Vxe[0,1], fEV(x) = —Ka(a—k)p(1 — ax)* ¥ = kl(a+ b+ ka)pe(1 — ax)> !

b e
= (k+ 1)!(“+m>1’k<1—ax)a = (k4 1)!pega (1 — ax)f 5

7. a. Pour n € IN donné, c’est une application directe de la formule de Taylor avec reste intégral sur |
a la fonction f, de classe ¢"*' : d’aprés la question 6.,

n (k) X X — n
f(X) — l;)f k'<0) xk +/0 ( - t) f(n-i-l)(t) dt
— zn: Pex® + (n+ 1) ppay /x(l —at)* " Nx—1t)
k=0 0

X —.d 1—x 1—a)t
- y + ( )20
1— at 1— at

car a < 1, si bien (tous les facteurs'sont positifs sous I'intégrale)

o< [(a- a2 gt A

c. La question b. met en évidence que la suite de terme général
bornée. Sachant que celle de terme géneral (n+ 1)p,;, n € N, c
4.c., on en déduit que

b. Pour ¢t € [0, x],

—at)*'dt.

)" (x —t)"dt,n € IN, est
vers 0 comme on I’a vu en

lim (n+ l)pn-H/ (1 — at)
0

n—oo

si bien que
G(x) = lim 5 pex® = lim (f(x) —(n+1
n—00 o n— 00

d’apres la question a..
En particulier pour x = 1:

- 1
Py = (1 _ a)a7
ce qui conduit enfin a :
b
G'(1) = £/(1) = “ap(1 - a)" = S

c’est-a-dire, par comparaison a la formule obtenue en 4.c., G'(1) = E(N).

Remarque. La formule G'(1) = E(N) est en fait valable pour toute variable a valeurs dans IN admettant
une espérance.

8. Pas de question 8.7

Troisiéme partie

9. En utilisant le systéme complet associé a la variable N et sachant les variables X; positives, il vient :

PS=0)= > PN=KPxyS=0=p+ > pPpy( N [X=0])

keN(Q) keN(Q)\{0} 1<i<k

2. Le prédicat au rang k énonce la formule pour tout x € [0, 1], sans quoi on ne peut pas la dériver pour établir I'hérédité !
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c’est-a-dire, par indépendance des variables N, X, ..., X, et d’apres le lemme des coalitions :
PS=0=p+ ¥ pP(NK=0)=p+ > nllPX=0
keN(Q)\ {0} 1<i<k keN(Q\{0} =1
ou encore, vu que X, ..., X sont identiquement distribuées, en notant x = P(X; = 0) € [0,1] et en

utilisant le résultat établi en 7.c., sachant que a € ]0, 1| (cf. remarque précédant la question 6.),

PS=0)=p+ ¥ pPXi=0)=3%pst =6lx) = (12"

kEN(Q)\ {0} 1—a

10. a. En reprenant les premiéres étapes du calcul précédent, qui demeurent valables, il vient :

P(S=0) = pr_e’\kzo( x)* _ e M)

b. L’instruction rand () <1/2 simule la loi de Bernoulli de paramétre ; (en identifiant
les booléens T et F aux entiers 1 et 0). La fonction proposée simule donc n expérie
indépendantes et de méme paramétre 1 puis renvoie le nombre de succés. Ell
binomiale B(n, 1).

Remarque. Une programmation matricielle serait plus efficace.

c. Le script ci-dessous convient :

onc la loi

Listing 2 : simulation de S

function s=simulS(lambda,n)
N=grand (1,1, ’poi’,lambda) ;
s=0;
for k=1:N // ne.sera exécuté que si N>=1
s=s+simulX(n) ;
end
endfunction

Remarque. Laboucle ne sera pas exécutée siN=0car 1:0r
il n’est donc pas nécessaire d’inclure une alternative selon q

ic la liste vide. Bien que ce soit possible,
ou pas.
s de sens. Conditionnellement a

rs valeurs dans [0, k] : elles sont
tarité de 'espérance (conditionnelle), on a

11. a. On suppose® que P(S,.; = k) > 0 sans quoi la
I'événement [S,;; = k|, les variables X, ...,
donc finies et admettent a ce titre une espéranc
alors :

n+1 n+1
S E(X4[Sper = k) = E(Z Xi|s
i=1

i=1

mais par ailleurs les n +1 réels E(X;|S < i < n+ 1, sont tous égaux car Xy, ..., X,
sont indépendantes (de sorte que leurs rminent celle de S, ), identiquement distribuées et
jouent des roles symétriques dans la défini
Il en ressort que :

1|Snt1 = k) = E(k|Su11 = k) =k,

n+1

k
n+1
b. Toujours sous ’hypothése selon laquelle P(S,,; = k) > 0, on a pour j € [0, k] :
Prs,, =i (Xnt1 = ) P(Spi1 = k) = P(Xpp1 =1 N [Sn1 = k]) = P(Xnp1 =41 N [Sn +j = k)
par indépendance de S, et X,,;1, qui découle de celle de X, ..., X, ; et du lemme des coalitions.

Remarque. Si P(S,1; = k) = 0, 'argument développé ci-dessus (sans la partie faisant intervenir le
conditionnement) montre que g; P(S, = k — j) = 0 pour tout j € [0, k].

VlE[[l,n—i—l]], E(X,‘S,H_l:k):

3. Ce n’est pas nécessairement le cas : penser a une variable X; ne prenant que des valeurs paires...
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12.

. Puisque k > 0, on a (S, = k) = 0 si bien que la for

. D’apres les questions b. et ¢.,

c. Soit k € IN* tel que IP(S,;; = k) > 0. Conditionnellement a [S,,; = k|, la variable X, prend ses

valeurs dans [0, k], si bien que d’aprés le théoréme de transfert et la question a.,
k

bj bX,
Z(a + Ij) IP[Sn+1=k] (Xn—H :]) = E(d—l— k+1 Sn+1 = k)
Jj=0
b b
:a‘i‘EE( n+1|5n+1—k)—a+?

Par suite, en utilisant la question b.,

2 (at 2)aP, = k=) = (2 (a+ ) Pososlers =) B = 4
- ( il)P(S”“_k

Si P(S,.1 = k) = 0, la formule est également valable d’aprés la remarque suivant

. Pourj € [0, k], 1a formule des probabilités totales appliquée au systéme complet asso ariable

N donne (avec la convention S, = 0) :

PS=k—j)= 5 P(N=n)Py_(S,= k)

neN(Q)

e

= > pPS.=k an

neN(Q)

par indépendance de N et S,, qui découle de celle de' N, X, .. coalitions.
. A partir de 11.c. et a., il vient (une somme finie de séries converg nvergente, de somme
la somme des sommes) :
k bi k bi
Z(a+—1)q,~IP(S:k—j) ,,Z(a-{—%)q,]?

j=0 k

0

J=
b
— n(a+n+1)IP n+1

an-i'l P(Spt1 = k)

d’apres la relation de Panjer.
le de

stion a. pour j = 0 s’écrit :

P(S:k)zzpn (Sn=k) = Sn PrH—IIP Snt1 = k).

n=0

IP(S:k):zk:( IZ)%IP

J=0

+ D) gR(s=k—)

d’ou finalement puisque @ < 1 :
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