CNAEM 2019, corrigé

Exercice 1
1% Partie
Puissance de la matrice A

1 0 0 1 0 0 14040 0+0+0 04040
I. a) PQ=(1 1 0)(—1 1 0)=(1—1+0 0+14+0 04+0+0
1.7 0 =1 1 1—140 0+1—1 0+4+0+1

1 0 0
=(0 1 0>=l
0 0 1

b) On a constaté que PQ = I3, ce qui suffit a démontrer que P est inversible, d'i ¢
Q:P1=0Q

-1 0 0\/1 0 O —-1404+0 04040 0+
c) AP=(—2 1 0)(1 1 o)=(—2+1+0 04140 0

=2 =1 ZZ\1 1 .1 -2-142 0-1+2 0

0

=1
=2

0

0 0
0+0+0)=(0)=2(0)=2w
0+0+2 2 1/

matrice A associé a la valeur propre 3
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S e CNAEM 2019, CORRIGE

3 o .
) (N)n procede par récurrence sur n
otons P, la proposition : « A" = PD"P™" ».
Initialisation : Pourn = 0
PDOP= =pp-t =] o A°=1 donc. P, estvraic.
Hérédité - Soitn > 0.
Supposons que P, est vraie et montrons que Py, est vraie.

D aprés I"hypothése de récurrence, on sait que A" = PD"P~? donc en
multipliant a gauche par A. il vient AA™ = APD"P~".
Or. AP = PD d"oit A™*! = pT"*1P=! donc Py, est vraie.
Conclusion
D aprés le principe de récurrence, la proposition est vraie pour tout n 2 0. 3

savoir vn > 0 A" = ppnp-?

=" 0 0y /(=D 0 0
b) D esi diagonale donc. D" =( 0o 1" =( : 0 2
0 PR

c) Vnz=0

A" = PD"P! & A

Y -1+0
E1H)"-1+0

& -
A= (-nn -1
(=1yr=i
Loty et
4. lasuite AU,.C( UO = ( 1 ) U n)nzo' (bn)nzo et (Cn)na"
1

¢, P, est vraie.

ité : Soitn = 0.
Supposons que Fj, est vraie g
Daprés ['hypothese de r
multipliant a gauche par 4, il vie
Or, AUy = Upyy d'0Uph, =A™
Conclusion '

‘Drapres le pr jeipe de récurrence, la proposition est vraie pour tout n 2 0. a

savorr vz 0 Uy =A",

w41 €St vraie.

sait que U, = A"U, donc en
AA"U,y = AU,

o donc P, est vraie.
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CNAEM 2019, CORRIGE

b) Onaconstaté que Yn=20 U, = A"U,
-y" 0 0\
Lo ( | )
1-(2") 2°/\1

U, = AU, (b,, (-1)" -1

Cn 1" -1

ay, -(_])"
= (hu)= -((-D)"-1)+1
Cn (D)D"= +1-(2MH+ (2"

vn=0 {

c¢) Programme Scilab
n = input("Enty
A=[-

PMP P-'MP P~'MP,
N3 = p'MMMP
D= P M3P

ice diagonale. Or, un produit de matrices
Et puisque N® = NNN = D donne une

est une matrice diagonale.

Donc,
. On sait que la matrice
diagonales reste une mat

matrice D diagon’_a’_le'. Donc, la
Les matrices N et D commutent et ce sont deux matrices diagonales

Ni=D & (N3 = (D)
& W= (D)

Soit M5, On pose N = P"*MP avec N = (D)%
N=P'MP & PNP'=M

pg. 222
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&= ”(D)'.' ’)'-l =M

1

1 0 0\/(=1)F
- M=(l 1 0) 0

111

0 1

10 0\ /(1"
& h1=-(1 1 0) -1
11 V\

“

—

(t-1) Jr¥& 1. Ce qui preuve que
e el que fl+m/'(t)¢il=

En conclusion,
3. Fonction de répartiti

o Six < 1alors]

[Lode+ [ et
¥ om(-D) dt
_ _[e-t-0]
- fereny

=1-e'"
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CNAEM 2019, CORRIGE

de X est bien donnée par :
. si x<1
’.X(x)::[l—e“’ six 21

sur]—oo,1[.ona:

Ainsi. la fonction de répartition Fx

4 Sous réserve d’existence, et puisque f est nulle
4 +oo
E(X)—I tf(t) dt = j tf(t) dt
- 1

Soit A > 1, 0on pose I, = f tf(t)dt = f { e~(t=1) dt. On procéde par L.P.P

u(t) =t @) =1
"(t) = e~ 1) alors { (t) - )

[ te D dt-[ —te~" 1)] + [} etV dt
Ae“"”)+1+f e~ dt

E(X) = hm j tf(t) dt
= hm (—Ae’("’)+ 1 +J‘ e~(t-1 dt)

A=too

=0+1+1
Car, lim —Ae~ - -1)

A=tw

Posons {

isque f est nulle sur ]—og

+ 00
._'I t?
1

5. a) Sous réserve d’exd

Soit

Pg. 2.
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Ainsi, Ia fonction de répartition Iy de Y est bien donnée par
. ‘ A 0 sl x < 0
Iy(.\) s ,'x(x‘ l) [ | x sl Xﬁo

0 t <

V" r? I /"(l) = _(, ) )
¢ n sl e

Tl= 3l=

) Densité de probabilité
) i

- l . n

¢t = 0"R) et continue sus I'_" , 4 .,,l el [ = 0 est continue sur ]—m."

; . 1
done / est continue sur R, saul éventuellement en - De plus, [ adm

clairement des limites finies en 14 et 17 done f,, est continue par morcea
IR

* Su ,“ "‘.& I « Jy estnulle donc positive. Sit 2 -:: f,(t) 2 Ocare'
positive. Done f,, est bien positive sur .
¢ Ilrested vérifier que f_': f,,(t) dt = 1. Puisque £, est nulle sur
I7 ) dt =0 e
o
I (o) de,

Soit A > -'. on
n

artition Fy de X est bien donnée par :
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" ) six(i
. R o 22
n
1) Fonction de répartition Fy, deY,.
1
}:\-" =P(YpaSEx)=PpP ('\'n ——5 .\.‘)
n
1
P(Xnsx+3)

- 1
= ”-\.ll (X + ;)
Ainsi. la fonction de répartition Fy de Y est bien donnée par :
0 si x<0
Fy, (x) = {
(X 1—=e™ six20
¢} Sous reserve d'existence, et puisque f,, est nulle sur \—00 .l"‘. mQ
4+

n

E(X,) = f tf, () dt = L tf, (1) dt

n
1
Soit A = 1, on pose I, = j’f tfa(t) dt = fft e~ "W dt. o pa P
n n
u(t) =1t u'(t) =1
& Posons , alo sl
v'(t) = = —e (

il

[fee ¢ —te'“'i)], L iy
" n

1

)

a5 [-—e

= 1=

1
(A_“) + l —e
n

() dt

f) Calcul a

n=1
P=exp
"hile P:
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Exercice 3 _ g
I a) Le dé est cubique donc X(52) = | 6] De plus, le dé est équilibré dmf(- : yague
face 4 1a méme probabilité d'apparaitre . wkel1,6), PX=k) =3
Donc. X suit 1a loi uniforme de parametre 0,

4 . 1. 35

L événement (Y = 0)

2 a) Powr k = iece de monnaie une seule fois ,
r k =1, on lance la piece lancer effectué. Done

se produit Jorsqu'on obtient pile Jors de 1'unigue
Pl)(_-”(Y:O):%_ ' ' .
b) Pour k € {2,3,4,5,6). on lance la picce de monnaie deux fois. l.' é:cncl
(Y = 0) se produit lorsqu’on obtient pile lors des deux Jancers effectucs.
£ 4

) (X = 1) et X € {2,3,4,5,6) forment upgystéme complet d événement

la formule de probabilité totale
P(Yy =0)=PY =0)n{X 3

L évenement (Y =
effectués. Or.
X €{2,3,34,
formule de

P{Y 5

2,3,4,5,6)
d’apres la

4. L’événe
probabil
Z

k=

4
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6. a) Laloi ducouple (X,Y)

4
Y | 2 3 4 5 6 ) 1
0 1 1 1 1 1 e 2
18 54 54 54 54 54 27
| 2 2 2 2 2 2 )
N 18 27 27 27 27 27 22
5 2 2 2 2 2 10
0 27 27 27 27 27 27
1
v 1 1 1 1 2 L 1
= 6 6 6 6 6 6

Exemple de calcule : P({y = 0) n (X = 1)) = P({X = 1))Pxayy (Y = 0))
b) D’aprés le tableau de la loi du couple (X,Y)

10,

P{Y =2}n{X=1))=0 et PY =2 xP{X=1}) =
Done, P{Y =2} n{X =1)) # P(Y = 2)) x P({X = 1))
Done, X et ¥ ne sont pas indépendantes.
¢) La covariance Cov(X,Y) de X et
Cov(X,Y) = E(XY) — E(
EXY) =X oY, ij xP

i} N {X 2

2 4 6 12 2 i i
BETRETAEY gy P ARG TR 27
/3%
)
Cov(X,Y
d) Le coef]
p( e = 0,237
81
Exercice
l. M et e complet d’évéd@me @dpres la formule de probabilité
totale .
)+ P(M;)Py
96(1 — a)
' 96 — 0,96a
2. On s 2 ; 1(C)
Et ¢ s la questio : amou e
P(C)=0,03a ,
pg. 228
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DX compte le nombre de réalisation de I'événement « succés obtenir un  crayon

commercialise » de probabilite 0,97 lors de 10 prélévements identiques et indépendants d’un

cravon: Done, suit la loi binomiale de paramétre n = 10 et p = 0,97. Par suite :

X)) = 0.10] o vke]o,.10] PX =k)=(10)(0,97)%(0,03)**

b) PX =10) = (:::)(0.97)10(0'03)10—-\0 = 1% (0'97)10 % 1= (0'97)10

€ 1 STagit de caleuler la probabilité P(X = 9)
PX29=PX=9)+PKX=10)

(0)(0.97)°(0,03)*°° + (0,97)*°

10 X 0,76 X 0,03 + (0,97)'°

= 0,228 + 0,737 = 0,965

& Calenl avee Scilab
nomput(Entrez la valeur de nentier) 27)
N grand(1.anbin®, 10,0.97)
Disp(M)
1A Ona PM) =a P(My)=1—a—b P(M3)=b
P(C) = P(M))Py, (C) + P(M)Py, (C) + P(M3)Py,(C)
0.99 = 0,99a + 0,96(1 — a — by + Py, (C)b

@
s

111

0,03a +0,039b > 0
Ed+=2p>0

0,03
W2a+2b>0
0<Sbhb+asi
<)) ) d'attente du premigfipst enir un crayon non
le » de Probabilité 1 lor tirages identiques et

“un crayon. Dong, Y cométrique de parameétre p =

Yk € N* = 0,001(0,999)%!
N @ _ 1-p _ 10,001 _
= _— G 999000
alcul avee Scilab

m=input(*Entrez ) )
M- grand(m. 1, ge

Disp(M)

-FIN DU CORRIGE-
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