Concours CNAEM 2018 - Correction

PROBLEME 1

Partie 1

Calcul de la puissance de la matrice A
1. (a) Soit X = (x,y,2) € F1, on a alors

flo,y,2) = 12(z,y,2) < AX = 12X

6z + 4y + 2z = 12z

3z + by +4z = 12y

L3%L1+L3

3x+2y+2z=0

5y +52=0
—3r+2y+ =z

y==z

=z
)w

Soit X = (x,y,2) € F», on a alors

1 = Vect{(1,1,1)}, dou u = (1,a1,2) =

X =2X

fle,y,2) = 2(z,y,2) <= A
{6x+4y+2z2x

= §3x 4+ 5y +4z =2y

3x 4 3y + 6z = 2z
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dr+4y+22=0

!

3r+3y+4z=0
3r+3y+4z=0

dr+4y+22=0
L2%2L17L2
5z +5y =0

dr+4y+22=0

!

—_———— —— ——

y=—=x
z=0
<
y=—=x

Alors X = z(1,—1,0) on z € R, donc F3 = Vect{(1,—1,0)}, dou v = (1, 51, 82)

Soit X = (x,y,2) € F3, alors
f(z,y,2) =3(z,y,2) <= AX =3X

6z + 4y + 2z = 3x

+4y+22z=0
2y —2z=20 L3+ L1— L3
y—z=10

3z + 4y + 2z

=Y

T =2y

), ot y € R, donc
3 — dimR?,
€ R tel que zu + yv + zw

1,1}, ot w = (y1,1,72) = (—2,1,1).
de montrer que B’ est libre. En effet, soient

al
R3 (0]

z+y—2z=0
ru -+ yv + zw z—y+2z=0

r+2z=0

z+y—2z=0

< —y =0

2= —x
r=20
< y:O
z=0
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2. (a)

(b)

D’ou B’ est une base de R3.

D’aprés la question précédente, on a la famille B’ = (u,v,w) est une base de R? formée des

vecteurs propres de f, alors f est diagonalisable.

u=(1,1,1)=e; +ea+es3

On a par la question [l.a], ¢ v = (1,—1,0) = e; — e , alors

w=(-2,1,1) = —2e1 +e3 +e3

P=FPgp =1 -1 1

1 1 -2
OnaP=1[]1 -1 1
1 0 1
P? =
et
pP?=p?p =

D’oit P? — P? + 31 =

On a d’aprés la

alors de changement de

= PBB/MCLtB/(f a B/(f)P71 < M(ltB/(f) =P AP

12 0 0
et puisque Matp (f)=| 0 2 0 2 0
0 0 3 0 0 3

Montrons par récurrence que P, :"¥n € N, A® = PDP~1",
Pourn =0,ona A =1, — PP ' = PP~ ' = PDYP~1 d’ou P, est vrai, d’aprés la question
précédente, on a ainsi P; est vrai.
Soit n € N, supposons que F,, est vrai et montrons que P, est vrai. On a
AL — A"A — PD"P7'PDP~' ( par ’hypothése de récurrence puis le cas de n = 1)
=pPp"DpP!
= pprtipt

d’ott par le principe de récurrence on a VnN, A” = PDP 1.
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2 0 0

(c) Soit n € N,ona A" = PD"P "™ avec D=1 0 27 0 |, alors
o 0 3
1 1 =2 127 0 1 1 1
A"=11 -1 1 0o 2 0510 -3 3
1 0 1 0 0o 37 -1 -1 2
) 127 42 x 3" 12" —3x2"+2x 3" 12" +3x 2" —4 x 3"
=3 127 — 37 127 43 x 2" — 37 127 —3x 2" 42 x 3"
127 — 37 127 — 37 127 4+3x 2" 42 x 3"
Partie 2

Application en probabilité

1. (a) Soit n € N, on a la famille (A4,, B,,,C,) formée un systéme complet d’évén
formule de probabilité totale, on a
Ap41 — P(An+1) =P (An+1 UAn) + P (An+1 UBn) + P ( 1
= Pa, (An+1)P(An) + Pg, (An+1)P(Bn) + Fo, (An+1) n)

—Pwm+%maﬂ

(c) Soit n

B@+PQ%HUCQ

)+ Pc, (Cry1)P(Cr)
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2.

(a) Soit n € N, On a d’apreés la question [1],

1 1 1
anJrl §an + gbn + gcn
1 5 1
anrl Zan + ﬁbn + 3cn
1 1
Cn+1 Zan + an + 2cn
1 1 1
2 3 6
=1 5 1
4 12 3
1 1
4 4 2
6 4
! 3 5
12
3 3
Gp
L Alb
12 "
Cn
anJrl (279
Alors | b,y | =aA | b, |, 0t a= %
Cn+1 Cp

(b) A=[6,4,2:3,5,4:3,3,6];
U=[1/6;1/3;1/2]; // le vecte

for i=1 :20

(c) i . Soit n € N fixer, supposons

n+1. On a
an
R
+1 Cn
o
Aa A™ | by

Co
ag
_ an+1An+1 bO
Co
D’out d’aprés le principe de récurrence, on a Vn € N
(07%% aq
n n
bn — A bg
Cn Co
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(d) Soit n € N. D’aprés la question [3.c] de la partie 1 et la question précédente, on a

(07%% aq
bn =a"A" bg
Cp, Co
{1 12" 42 x 3" 12" =3 x 2" +2x 3" 12" +3 x 2" -4 x 3" %
=g | 1273 12" +3x2" —3" 120 —3x2"y2x3" | |1
12" —3n 12" —3n 12" 43 x 2" +2x 3" %
127 — 37 4 $2n
— 1 1 1927 13n 12n
RO RER

127+ 137 4 327

d’on

Exemples de calc

On pose F = V ni R? du produit scalaire

canonique < .,. >.

ect{(1,—1,0),(—2,1,1)}.

1. Montrons qu entaire orthogonal de F c’est & dire que G et F sont

orthogonaux

>=1—-140x1=0 +1+1=0, alors G et F sont

ibre, alors dim G = 2, et puisque F LG

c dim(F + G) = di

D’ott G es taire orthogonal dg

1
Pp(X)=c@x+ytzotytzotytz).

3
Autre méthode : On sait que la base canonique By est une base orthonormale de R3, et on a
1
U= % 1 | est une base orthonormale de F', alors
1
1 11
MCLtBD(PF):UU:% 1 1 1
1 11
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T
Doncsi X = |y | € R?,

z

. 1 1 1 x r+y+=z
PF(X)Zg 111 v|=3 rt+y+z
1 1 1 z r+y+z

(b) On a d’aprés la question [1], G est un supplémentaire orthogonal de F dans R?, alors Pp +

idps, soit X = (z,y,2) € R3, alors
1

d’ou )
Pg(X) = §(2x+y+z,x+2y+z,x+y+22).

3. On pose N = (1,2,3)

(a) D’apreés le théoréme de la caractérisation du projeté orthogonal par minirai la norme,
on a z :
,8,9)

IN = X[ =|IN — Pp(N)l

d’on

(b) De méme

14243, 1+2+43) = 1(5,5,5),

Détermination de

1. (a) Soient z € Rt et # € [0,1], On a xt2 > 0, donc 0 < e ** < 1et e * > 0 (la fonction exp est
positive et e¥ < 1,Vy < 0). Alors 0 < e #(1Ht%) oz
—x 2 —x
(b) Soit x € RT, On a d’aprés la question précédente 0 < eli# < 1, V€ [0,1]. On integre
l'inégalité sur l'intervalle [0, 1], on trouve que

1 —2(1+¢2) 1 =z 1oy
0< / R P / L = e*f/ —— _dt = e [arctant]} = e T2
o 1t o 1+22 o 1+22 4

—x

«— 0< f(z) € —e

NE
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(¢) Soient x € R~ et t € [0,1], On a xt? < 0, donc e > lete > 0, alors

—x

a2 L 2
e <6161t :61(1+t)

1

T+ ¢t on intégre comme dans la question 1 — b, On trouve que

1 -z 1 —z(1+t%)
€ i €
L oat=lerg [ S i =
A Tre® 1° A 112 /@)

Ainsi Vo € R™, Fe™ < f(x).

(d) D’aprés la question [1.0], on a Yz € RT, 0 < f(x) <

on multiplie par

%e*l’ faisant x tendre vers -+

0< lim f(z)<F lim e ™™ =0,dou lim f(z)=0.
T—r+00 T—r+00 T—>—+00
Faisant z tendre vers —oo & I'inégalité de la question [l.c], On a lim Te ™ < li (x) et

T——00 x
puisqu’on a lim e ¥ = +oo, alors lim f(x) = +o0.
z—>—00 z—>—00

X

2. (a) Appliquons l'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 2 & la fonction f:z+—— e
* Siu > 0, alors sur le segment [0, u], la fonction f” est majorée par e* et d

U2 u

e =1 —ul = [f(u) = F(0) —uf'(O)] € e =

* Siu < 0, alors sur le segment [u, 0], lafonction f” est majorée par

Ainsi

[0’

Par I'iné
(la fonc

1+ﬁﬂ<ﬁiza+ﬁf
< e

7h(

0,1] x [-1,1],

e

+ A

efz(l+t2)

(c) Soit inégalité de la question [2.b] par “—— >0,
Ont
—z(14+t%) —z(1+¢%) 1,2
€ < € h—62(1+t2)2
14¢2 1+¢2 2
e” AT . 2(1+t?)

g <671’(1+t2)h_262(1+t2)
1+ t2 1+1¢ 2

. ) R
—> Jg(a bt gl t) + he 00| <1 4 2),

(d) Soient z € R, h € [—1,1] avec h £ 0, on divise I'inégalité de la question précédente par |h|, On

a alors

Vi e [0, 1], ‘g(x+hat) — g(xat) +671’(1+t2) < efr(lthQ)@eZ(l +t2)

Alors Vt € 0,1]

7671’(1+t2)@62(1+t2) < g(erh,t})lfg(x,t) 4o =) ¢ 671-(1+t2)@62(1+t2)
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puis on intégre sur lintervalle [0, 1], donc

1 1 1
/ —e*I(HtQ)Mez(lthz)dt g/ gl +ht) = dt+/ ’1’(1“2)dt</ e*f<1+t2>@62(1+t2)dt
0 2 0 h 0 0 2
1 1 1
— f@/ e =21 4 ?ydr € f(Hh +/ e~ (1) gy < V;'/ e 201 4 )y
0 0 0
1
‘f(.x + h})l — .f(x) +/ 6r(1+t2)dt‘ < @ / *67I(1+t2)62(1 i tz)dt
0 0

D’ou Vz € R et Vh € [—1, 1] tel que i #£0, on a

1 1
—f(x+hi);f(x) +/ el‘<1+t2>dt‘ < @/ —em Ut e2(] 4 42)gt
0 0

(e) Pour montrer que [ est dérivable sur R il suffit de montrer que Vx € R, ]11111%) Hath)
—

En effet : Dans I'inégalité de la question précédente, on a

feth) - f@) /1 ef<1+t2>dt‘ < lim 1 /1 —e Te2()
0 0

h h—0

alors

lim
h—0
h#£0

flath) —fl@)  [1 e
f+‘/o e 1+

Alors f est dérivable sur R

3. On consideére les trois foncti
et ¢ =@+ 1.
(a) On a d’aprés et on sait que la fonction

posé de deux fonctions

dtfduetufOIOrsquethetufx

de variable on a

/ —
e Joe e “du.

(¢) La fonction 7/) est dérivable sur R (car la fonction z — fo et dt Vest) et Vz € R,

' (x) = 2671’2‘/0 et dt

Donc d’aprés la question précédente on a ¢’ = —1)’ implique que ¢’ = 0. Donc la fonction ¢ est
constante, donc Vz € R, ¢(x) = ¢(0). On a

$(0) = ¢(0) +4(0) = f(0) +0

1
1
/ = [arctant]§ = arctan 1 = il

o 1+ 4

D’ott Vx € R, ¢(z) = 7.

9/15
https://vertuprepas.com/



(d) On a
%: im ¢(z) = lm ¢(z)+¢(z) = lim ¢(z)

r—too r—+oo r—too

2
. . . . o + o0 7t2
(car IEIEOO @(x) = 0 par la question [1.d]). De plus on a lgrfooq/)(x) = (fo e dt) . Alors

d’aprés la question [3.¢]

+o0 2 +o0
(/ etht) _I < / eftgdtc = ﬁ
0 4 0 2

4. L’application u — y/u est de classe € et réalise une bijection strictement croissante de R™ s

i-

méme, de sorte que nous pouvons procéder au changement de variable ¢ = \/u. On a alors dt du

et donc
+oo e~ U +co

+co
——du = e%aﬁ:2/‘ ar— 2V
Vu 0 0 2

Douf+ooe _du = /7.

N
Partie 2
1. (a) La fonction 6 est continue sur R.
Calculons f+oo (t)dt, on a f+oo (t)dt = \/% fjoo (f dt, faisa de va-
riable u = f’ alors du = f’ donc
L)

2
est paire)

ction impaire sur une intervalle

= BE(X?) (car E(X) = 0), par

—=?
e 2 dx

V2r

=1 ( la question précédente)

Dot V(X) =
(¢) On a (vV2m)f(n) = e#, alors le plus petit entier naturel n tel que (v/27)0(n) < 1076 c’est le

a2
plus petit entier naturel n tel que e 2~ < 1075,
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n=20;

While exp(—n"2/2) > 10"(—10)

n=n+1
end
disp(n)

2. (a) Soit z € R™, on a k(z) = P(—z < X < z) = [* 6(t)dt =2 [ 6(t)dt (I'intégrale de la fonction

paire @ sur l'intervalle symétrique [z, x]).

(b) On a k est dérivable sur [0,+oo[ et V& € [0,+o0], k' (z) = 20(x) = —= + > 0, don

2
= \/ﬁe
strictement, croissante sur [0, +-oco[. De plus £(0) =0 et EIE k(z) = f+oo O(t)dt = 1.

(c) Ona Ve 20, P(—z < X < z) = k(z) et d’aprés la question précédente, on a 1
réalisée une bijection entre [0, +oo[ et [0,1]. On a « €]0, 1], alors 1 — a €]0, 1], don

unique réel a, > 0 tel que k(ay) = 1 — «, c’est & dire

Pl—ao < X <ay)=1—«a.

(d) D’apreés la question [2.a] et la question [2.¢], il existe un unique réel stri¢t€men if a, tel
que
2P0 < X <€ aq
<
b e

/

équivalent que

Inversement : S’il exi

donc k(by) =2

ment positif a, tel que 1*70‘
3. (a) suivant : Si X est une , alors Va € R* Vb € R,
¢ fuxso(t) = prfx (52
s . _1(t=m)?
i, ?), alors la densité tion fy () = U\/l%e 2 (51
vt € R, e Y est définie par, Vi
1 2
— —u t) = 1 e 2
) fra ) N
A(0,1), alors = v (%) =
R. D’ou Y —
(b) onak Y=1.0naY =oY™* + p, et par la linéarité

de l'espérance on a E(Y) = o E( V(Y) =02V (Y*) = o2
(c) On aVvp e RT™

Plu—fo <Y <p+Bo)=P(—fo <Y — < fo)

P(ﬁgyﬂgﬁ) car o >0
—P(-BLY <P
= k(B)

Car Y* est de méme loi que X, donc P(p— o <Y < p+ Bo) = k(8) dépend seulement de S.
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(d) Rappel : L’instruction grand(m,n,’ nor’, u, o) renvoie une matrice & m lignes et n colonnes
dont les coefficients sont des simulations indépendantes de la loi normale A4 (p, o2).
Réponse : grand(1,100, nor’, 0.5, sqrt(1.5))

Partie 3

1. On a T* est a valeur positive, on en déduit que Frp-(x) = 0, pour tout z < 0. Soit > 0, on a

Fro(z) = P(T* <x)=P

5
(3]
IN
)
R)
b
Gy

Ainsi
0 siz <0

Fr(ov2x)— Fp(—ov2z) siz>0

FT* (,CC) =

fonctions
R sauf

Puisque Fr est de classe ¢! sur R en particulier sur ]0, +ocl, alors par com
dérivables, Fir- est de classe ¢! sur ]0, +ool, et nulle sur R™, alors Fr- est
peut étre en 0, on a Vo < 0, fp+(x) =0 et Vo> 0

Jre (@) = P ()

On a d’apreés 1

Ainsi, T* s
n noope
2. Soit n € 22 172 =Y 55
i=1 i=1
T — 7( stabilité de la loi In > Y (%) Donc une densité de S,, est

définie p
six >0

sixzx <0
(23

3. Soit n € N*, on considére la variable aléatoire Z,, définie par Z,, = L 3 T2
i=1

(a) On a, par la linéarité de l'espérance

Donc le bais de Z,, en o2 est
b(Zn) = E(Z,) — o> =0

Ainsi, Z, est un estimateur sans biais de o2
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(b) i. Soit n € N*, on Z,, s’écrit comme somme de n variables aléatoires a valeurs positives, ainsi
Z,, est & valeurs positives, et puisque la fonction x — \/x est continue, Alors \/Z,, est une

variable aléatoire.

ii. On a d’apres la question [2], S, <> v (%) Alors F (\/Sn) existe si, et seulement si 'intégrale
fj;: Vr,(z)dz converge.

Omn a
+oo 0 4o
Var,(z)dr = Var, (z)dr + Var, (z)dz
+oo
=0+ v 2" e Ty

— ln /Jrooxn;llel’dx
I'(%) Jo
(%)

Puisqu’on a la fonction I" est définie sur ]0, +-o00], d’ot fj;: Vrry, (z)dayest ente, ce
qui implique que F (\/Sn) existe et

!
—~~

N[3
~—

iii. On a Z, i ance, on a

iv. On a

PROBLEME 3

Partie 1

1. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour la variable aléatoire Y : On a Y admit une moment d’ordre

2, alors
Vi(X)
g2’

Ve > 0,P (X — B(X)| 2 ¢) <

13/15
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2. Par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour la variable aléatoire X, on a Ve > 0

et
1 n
V(Xn) = ) > V() = EV(Y)

i=1

D’on V)

P(|X,—EY)| z2e) < .

(1% — BY)| 2 2) < =5
3. Soient n € N* et x € [0, 1]. On suppose dans cette question que la variable aléatoire S,, s loi

binomiale de paramétre n et x (S, — %(n,x)).

(a) i. On a S, — B(n,z) alors E(S,) = nz, donc par la linéarité de l'espér

(Sn) = = w
x) . 1
 dne?

1% >0).

> ¢e) = 0. Alors la suite (X,),

3
3

(b) D’aprés la question |

(d) D’apr 2.b], on a P (| Xy —

=7 = %, alors pour déterminer un
ue P (| Xy —z| > —®, il suffit de déterminer N tel que 4 < 107°.

rer x compri tr

While 1/N > 10°(-5)

N=N+1
end
disp(N)

Partie 2

1. Soit j[1,7n], & la j®™€ tirage, on a considéré une expérience & deux issues : succés avec probabilité

p = % = % et échec (avec probabilité 1 — p = %), avec succes si la boule tirée est rouge. On a, Z;

vaut 1 en cas de succés et 0 sinon, alors Z; < % (%)
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2. Soit j[1,n], d’prés la question précédente, on a Z; — % (%) Alors
2 2 2 6
E(Z)=2, V(Z)=2(1-2)=_.
(Z)- 2 viz) 5( 5) -

3. (a) Soit n € N*, on a E(Z;) = = 0.4, alors

Ty

Ty
0.35 < - €045 <= 0.35-04 < - 04<045-04

Tn
<= 006 — —-04<0.05
n

T,

= |— — 0.4‘ < 0.05.
n

(b) Soit n € N*. D’aprés la question [3.a], on a

In _ 0.4‘ < 0.05)
n

p (0.35 < Tn < 0.45) =P (
n
L 0.4‘ > 0.05) ( carla v.a In

T,
IP(
n

et on a P(|T>—04]>005) = P(|L> —0.4] >0.05) — P(|

question [2] de la partie 1, on a

(

— —04

n

=

T, ‘

Alors
P (0.35 . 0.4‘ =0.0
n
T,
1+P( 0.4‘ =0.05) —
n
o)
n
D’ou P

tenir une proportion de boules
‘21—6 > 0.95. On a

4. D’aprés la

rouges com

Donc a partir de 1960 tirage, on a plus de 95% de chances d’obtenir une proportion de boules rouges

comprise entre 0.35 et 0.45.
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