CORRIGE

Par Jean-Louis Roque, professeur au lycée Pasteur a Neuilly-sur-Seine, et
external lecturer a 'ESSEC Business School.

Préliminaire

1.a. Soit k € N. La fonction u — /u réalisant ouvertement une bijection croissante de
classe C! de I'intervalle |0, +oo[ sur lui méme, le théoréme de changement de variable
assure que les deux intégrales

+o0 5 1 +o0
/ the V' dt et —/ w0726~ gy, (1)
0 2 Jo

(@fe)-1:1c] S

sont de méme nature, la seconde ayant un indéniable parfum eulerien !

Vu que la fonction " d’Euler est officiellement définie sur R, et puisque (k + 1)/2 e
ici strictement positif, nous déduisons 1’existence de

()

s

et comme

—+o00
Lo
0

I’existence souhaitée est in the

b. Il est curieux de sépar
anouveau k£ € N. Le théo
pas d’évoquer la méme n
deux cousines ont la mé
donc pas plus pour reve

C’est maintenant qu’i voir oublié les diy pfesseur qui ne peut avoir
négligé de mentionne

2. Soit z € R. Les fonctions ¢ — e~ cos(2xt) et t — te~t sin(2at) sont assurément
continues sur [0, +oo[ et il ne fait absolument aucun doute que

Vz € [0,+ocof, 0< e_t2| cos(2zt)] < e et 0< te_t2| sin(2zt)| < te™t’.

Larécente question a, le test de comparaison en signe positif et le théoreme de convergence
absolue devraient alors nous permettre de passer tranquillement a la partie suivante.
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Partie 1

3.a. La fonction sin est de classe C' sur R et 1’on a sans sourciller
. !
[sin’| =|cos| < 1.

Soit alors © € R. Nous sommes en droit d’appliquer I’inégalité des accroissements finis
a la fonction sinus entre les réels 0 et u, ce qui, parce que sin 0 ne vaut pas grand chose
se traduit exactement par

|sinu] < |ul.

CORRIGE

 L’inégalité des accroissements finis n’est autre que celle de Taylor-Lagrange &
z€ro et par conséquent, méme si cela peut paraitre capillotracté, nous avons bi
une formule de Taylor...

b. Soit u et v deux nombres réels. A I’heure a laquelle tout le monde se pa
de ce que devraient apprendre les éleéves au college et au lycée, on pou
réapprendre par cceur les fondamentaux de la trigonométrie, parmi les
les quatre formules de Simpson

cos U+ c

Cela devrai iter de devoir rappeler a des post ados majeurs et

cos 2u + sin 2
En ce qui tification demandée ficiellement conseillé de savoir que,
pour tout e nombres réels, on

+b) =cosacosb—sinasinb,

2sin asin ) — cos(a + b),

o
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et il reste alors a faire les choix

c. Quand on maitrise les problématiques liées aux fonctions définies par des intégrales,
on sait que cette continuité doit étre abordée via la définition, et ¢’est laraison pour laquelle
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o
=
=
4
—
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)
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nous annongons a et 2z dans R et que nous nous penchons sur la quantité F'(z) — F(a).
L’intégration étant linéaire, nous avons déja

+o0
F(z) - Fla) = / (cos (22t) — cos(2at))e dt,
0
égalité que la seconde formule de Simpson métamorphose en
+oo 5
F(z) - Fla) = 2 / sin((@ + a)t) - sin((a—a))e " dt,
0

expresssion faisant apparaitre une intégrale dont la convergence absolue ne peut échapper
qu’a ceux — ou celles — qui souffrent de diplopie communicative ! On peut donc tout a
fait légitimement frianguler 1’ affaire et voila donc maintenant que

(@fe)-1:1c] S

“+o0

|F(z) — F(a)| < 2/0 |sin((z 4+ a)t)| - |sin((a — w)t)\eiﬁ dt,

puisque les bornes en ont décidé ainsi et que les qua
dispensées de valuation. L’inégalité taylorienne d
mirettes devraient alors nous amener sans amb.

ités déja positives sont, as
une ouverture ciblé

t)|e_t2 < |z —alt
bornes le veule: @ que A,

(2)

vt € [0, +oo], |sin((z + a)

et comme |’intégration est linéai
existe et vaut 1/2, il ne devrai

D’un certain squeezing p

chronique d’une conti
entier, puisque a est,

r L'inégalité (2) éta ité C ¢s (a, ) de nombres réels,
I’application F' fait p itziennes»sur R et sa continuité est
alors trés culturelle.

4.a. Soit u appartenant a R. La fonction sin étant de
I’inégalité de Taylor-Lagrange a I’ordre 1 entre O et u,
avons

sur R, on peut lui appliquer

comme sin’ = — sin, nous
|sin”| =|sin | < 1,

la conclusion est limpide.

b. Qu’on se le dise, nous n’admettrons rien du tout. L’existence de la fameuse intégrale
fera partie intégrante de nos préoccupations !

w
=
g
=
=
4
=
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)
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Soit z et h deux nombres réels. C’est la linéarité de I’intégration qui légitime, dans un
premier temps, 1’égalité

F(z + h) — F(z) + 2hG(z) = - A(t)e " dt. (3)

ou, histoire d’alléger un peu la situation, nous nous sommes permis de noter A la fonction
t — cos(2(z + h)t) — cos(2xt) + 2ht sin(2xt).
Soit alors ¢ appartenant & R. Etant officiellement entendu que

cos(2(x + h)t) = cos(2xt) cos(2ht) — sin(2xt) sin(2ht),

CORRIGE

nous pouvons mentalement envisager 1’égalité
A(t) = cos(2xt) - (cos(2ht) — 1) + sin(2zt) - (2ht — sin
grace a laquelle

|[A(t)] < (1 — cos(2ht))| 2zt)| + |(2ht — sin(2ht)) sstl (22t

1’évidente valuation

et I’inégalité triangu
fideles a la politi

et nous

bout du tunnel

< |A(t)|e " < B( ~ 4 olhfte

ce qui permet au test de comparaiso
intégrales

ne positif de déclarer la convergence des deux

ED 2 Foo 2
B(t)e Vdt et / |A(t)|e~ " dt.
0

L’existence de la seconde autorise enfin la triangulation(*) de I’intégrale de la ligne (3)

(*) Nous rappelons, au risque de radoter, qu’il est hors de question de trianguler les semi-convergentes...
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et voila donc maintenant que
+oo 5
|F(x+ h) — F(z) + 2hG(x)] < / |A(t)[e™" dt,
0

puisque les bornes sont dans le sens du vent, et nous profitons de la bonne brise pour
déduire de la croissance de I’intégration que

+o0 5 +o0 5
/ A=t dt < / B()etdt,
0 0

ce qui n’est pas vraiment pour nous déplaire...

(@fe)-1:1c] S

c. Soit derechef x et h appartenant a R. On peut commencer par majorer gentiment la
fonction B en profitant au maximum des inégalités

[sin| <1 ; Jecos|<1 ; 1—cos >0,

qui devraient rapidement nous convaincre de
vt e Ry, B(t) < |2ht —

Oui mais voila, étant donné qu’il se

I'inégalité(*)

alors que selon la récents

il sera difficile de s’0;

Comme I’intégral
toujours le vent e

gomenes existe e /4, et comme nous avons
OMmmes en mesuy

|F(xz+h)— F(x)+

et il ne reste plus qu’a proposer

C=n

qui est bien un réel strictement positif, comme le savait déja Archimede...

(*) Si, par le plus pur des hasards, ce n’était pas le cas, sachez que I’on peut la déduire de la question 3.a, modulo la formule

Ya€R, 1—cos2a=2sin a.
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5.a. Soit une derniére fois = et h deux nombres réels. On déduit tréesmentalement de la
précédente que
F(x + h) — F(z) + 2hG(z) = o(h),

ce qui est une des facons — celle du développement limité a I’ordre 1 — de justifier la
dérivabilité de F' au point x ainsi que 1’égalité

F'(z) = —2G(x).
Comme cela vaut pour n’importe quel réel x, la fonction F' est bien dérivable sur

I’on a I’égalité fonctionnelle
F'=-2G.

b. Soit z € R. Nous venons d’apprendre que
+oo 5
F'(z) = —2/ te”! sin(2xt)dt,
0

et nous nous intéressons alors fortement aux fonctions

CORRIGE

t2

lle... Il résulte ainsi du
de linéarité que

le produit
théoreme

s le droit de pratiquer I’intégration par
ciellement partialiser, pratiquer la by
rale sur un segment — puis légitimer un

r ’intégrale partielle — q
passage a la limite et nous lui con

¢. A la lecture du projet, nous décidons de sortir de notre chapeau la fonction
z2
z—e” F(x)
que nous baptisons ¢. Elle est sans aucun doute dérivable sur R et I’on a sans surprise

Vo € R, ¢ (x) = 22e” F(z) + ¢ F'(z) = 0,
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la derniere égalité reposant sur la toute dernieére question. Comme R est un intervalle,
nous déduisons que ¢ est une application constante et comme

NG
2

>

9(0) = F(0) = A =

il est grand temps de changer de partie !

" Nous rebondissons sur I’argument « R est un intervalle » que nous venons de mentionner
a I’instant. Il est absolument crucial. En effet, contrairement a ce que d’aucuns pourraient
penser, une dérivée nulle sur une partie quelconque de R n’entraine pas la constance. Par
exemple, la fonction p de John Machin définie sur R* par

(@fe)-1:1c] S

1
Ve € RY, wu(z) = arctan z 4 arctan —>»
x

est dérivable a dérivée nulle, mais elle n’est pas constante. Citons, pour 1’anecdote, qu
dans les années 1980, a un concours parisien, 98% des candidats 1’ont déclarée constan
De quoi réver n’est-il pas...

Partie 2

Attention, et pour qu’il n’y ait pas d’ambigui rable d
que D est I’ensemble des réels qui ne sont Itiples entiers de 2w, ¢ d

6. Pour éviter de nous ré
pendant toute la deuxieme

ici un entier n € N qui rvira

a. Les aficionados de la uventignorer que I’'onal’éq ce logique

u
in—-#0 < u ,
2
emes généraux, la_fonction st carrément de

pas nous en pla n outre, si ’on en croit

a telle enseigne que s
classe C* sur D et
I’équivalence standar

sing ~ ¢,

nous devrions avoir rapidement

onl) Gl "

chronique d’un prolongement par continuité en 0 annoncé.

b. Il est indéniable que I’on a 1’équivalence logique

Yu € R, ueD < u+2weD,

SCIENTIFIQUE

ANNALES CCIR 2018-2019 | 189

https://vertuprepas.com/


https://vertuprepas.com/
https://vertuprepas.com/

et nous rappelons que

Vo € R, sin(zx +7) = —sinxz,
de telle maniere que, presque mentalement

Yu € D, en(u+2m) = @, (u). (b)
Les deux propriétés (a) et (b) stipulent, par définition, que ¢,, est 2m-périodique sur D
comme, depuis peu, elle se prolonge par continuité en 0, elle va périodiquement le f:

également en tous les 2km ou k appartient a Z et il se trouve que ce sont précisément
points qui nous manquaient...

” Le texte a décidé de noter encore ¢,, la fonction prolongée, et vu tout ce
savons, la nouvelle fonction ¢,, est donc définie sur R par

1 sin(2n+ 1Du/2 |

L sinne DQ

CORRIGE

2 sinu/2
Vu € R, on(u) =

c. Soit u appartenant 2 R. N

> Si u appartient a D, i
premiere facette de ¢

vu et au su de la

> Siun’ 1l en est bien sir de de —u et I’on a encore

Pn(—u) =¢
ont égaux a n + 0.5

7.a. Soit
pas perd

¢éel. Le parfum « géomét de la situation nous incite a ne

> Si

icr terme non écrit

stipule que
iU
§ iku e —e€ _ iu € B
€ _— - - - e X"
1—em e —1

k=1

la derniére égalit€ procédant d’une simple mise en facteur. C’est maintenant grace a 1’une
des formules dites de 1’angle moiti¢, a savoir

Vr € R, e —1=2sin ;e”m
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que 1’on parviendra sans probleme a

iezku _ sin nu/2) i(n+1)u/2.

Pt T sin(u/2)

> Si,en revanche, e’ = 1, notre somme est égale a n.
I Le lecteur sans complexe est supposé savoir que
Yu € R, e“#1 & wuweD,

et nous saurons nous en souvenir.

(@fe)-1:1c] S

b. Soit a nouveau u € R. Lanouvelle somme en question n’est autre que la partie réelle
de celle de la question précédente et par conséquent

> Siu € D, nous avons

Z cos(ku) = Sz:f(n:/;)) cos((n+ 1)u/2).

Oui mais voila, une quasi officielle formule tri

sin(nu/2) cos((n + 1)u/2) u/2) — % sin(u/

et I’on récupere effectivement

nlu) — 3
> Siwu ¢ D, nous avo ‘

cos(ku)

ce qui ne peut que no

7" 1l est bon de noter ité de la fonction ¢, .

c. Soit k € N*. Comme il s’agit d’un nombre

2m .
kudu =
/0 cos Ru du |: %

la fonction sinus s’annulant a 1’est comme nous le savons bien. En conséquence, d’apres
la question précédente et la linéarité de 1’intégration, nous avons

2m 2m
/ on(u)du = / du _ .
0 o 2

ait aucun doute que
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8. Soit x € R. L’intégrabilité de ¢) sur n’importe quel segment de R repose sur sa
continuité, et si, dans I’intégrale
x+T
[ v,
x

on envisage le changement de variable affine u = = + v, que le lecteur n’aura aucun mal
a légitimer, on tombe exactement sur ce qui nous est demandé !

I 11 s’agit d’une propriété bien connue de I’intégrale des fonctions périodiques. L’intégr;
sur une période ne dépend pas de la période en question...

9.a. Soit z € R. Nous prenons nos deux séries 1’une apres 1’autre.
> Nous avons d’une part
VkeN*, € f(z+2km) = exp(—0(a® + k(22w — 1) + 4k*

Un argument polynomial providentiel indiquant que

k—+o0

>

E>1

estconver général positifet, se test de prépondérance en signe positif,
la série
> flam2k),
k>1
érale, cousine

déclare sa convergence mutatis mutandis. ..

CORRIGE

—0(z” + k(2om —

il en ressort dans une premiere fo;

J
%

et dans une second

b. Soit x appartenant a R. Nous avons

+oo =
H(-z) =Y f(—a+2km)+ f(-2) + Y f(—2 — 2k7),

k=1 k=1

w
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o
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et comme f est ouvertement paire, cela se métamorphose en

+oo >
H(=2) = 3 (o —2km) + [(2) + 3 fla + 2k) = H(z),
k=1 k=1

la derniere égalité procédant d’une simple ouverture des mirettes. Nous rappelons pour
finir que, lorqu’une fonction paire est dérivable sur R sa dérivée est impaire and so...

10. Nous annongons un entier naturel non nul /N qui nous sera utile jusqu’a la fin de la
troisieme partie et nous demandons a notre lecteur de se convaincre que 1’on a en réalité

(@fe)-1:1c] S

N
Vo € R, Hy(z) = Z Iz + 2km),
k=—N

ce qui est une plus jolie facon d’envisager les choses.

27

que le lecteur n’aura aucun mal a 1ég

2m

a. Nous mentionnons maintenant la continuité ambiante et la linéarité de 1’ intégrati
flz+2

qui ne peuvent sirement pas s’opposer a 1’égalité
N
Hpy(x)cos nzdx = Z /
k=—N
(u) cos nu dus
0 km
as totalement étrang “affaire, et voila
N 2(k+1)7
Z / f 0s nu dt,
k=—N "2

Soitalors k appartenanta [— N, NJ. Gréc
km

la 27-périodicité de la fo
donc au bout du compte

0

et nous n’avons plus q a Michel Chasles correctement son travail.

b. A bien y regarder, écédente vient

f(u) cos nu du,

0 —2N7

égalité qui, parce que I’intégrande

w s f(u) cos nu

est manifestement paire, devient dans la foulée

21

2(N+1)7 2N
Hy(x)cos nzdx = / f(u) cos nudu + / f(u) cos nudu.
0 0 0
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w
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Il est alors temps de s’intéresser a 1’intégrale impropre

—+o00

+o0 5
f(u)cosnudu ie. / e cos nudu.
0 0

Comme le réel 6 est strictement positif son existence repose mentalement sur les arguments
du préliminaire et nous pouvons alors effectivement revendiquer

27 —+o00

Hy(x)cosnxde —— 2 (u) cos nu du.
0 N—+o0 0

c. Il'y aici un peu de turbulence ! Tout d’abord, vu ce que nous allons étre a T
faire, il n’est pas du tout nécessaire de laisser = gambader dans I'immensité de

il parait plus sage de le confiner au segment [0, 27|. Ensuite, il y a une légere fa
frappe car on a en réalité

veel0,2r],  |H(z) - Hy(2)| <2 ) e 08"

et dans ces conditions, la preuve de i ement
élémentaires et nous laissons do

) cos nx dx,
0

et d’apres I'i
que

ntégrale et un chouia de crois nous en déduisons

(z) — HN(SC)‘d:L’,

vont dans notre sens. Grice a
ous pouvons méme aller tres

—+o0o
—40k37?
<Am Z e i
k=N

nx dx

Le reste d’une série convergente étan
que

mentde limite nulle,il s’avere par squeeze

27 2T

Hy(x) cos nz de —— H(z) cos nx dx,
0 N—+oo Jo

et sil’on en croit la récente b et 1'unicité de la limite, nous pouvons déja revendiquer
27 —+o00

H(z)cosnxdx =2 (u) cos nu du.
0 0
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Cela étant, nous avons déja évoqué le parfum de consanguinité entre cette derniere
intégrale et ses consceurs de genre F'(x) des prolégomenes, et via le changement de

variable affine '
U= ——>:

Vo

que notre dévoué lecteur rendra tres 1égitime, il se trouve que

oo toeoo dt
2 du =2 ~ cos (=) =
/0 f(u) cos nudu /0 e cos(\/g )\/5

ce qui, apres avoir allumé allegrement les quinquets, devient tour a tour

2/0+00 f(u) cos nudu = %XF<$) = \/gx exp(—Z—;),

a notre plus grande satisfaction !

11. Soit n € N. Le texte annonce un réel z et il utilise la méme lettre comme v:
ghost(*) pour noter I'intégrale a,, et cela risque de faire des étincelles. C’est 1 SO,
pour laquelle, et si cela ne dérange personne, nous préférerons écrire
2m
=
0
etrouver deva

(@fe)-1:1c] S

a. 11 suffit encore d’un argume

N
I+ 22 cOos NI cos
n=1
et selon une classique elon laquelle
sacosb=cos(a+ a ,

, tout cela devrait de

N +@N(u—x))du.
d e sens !

b. La premiere intégrale du right hand sidéde 1 te réclame, a cors et a cris, le
changement de variable affine

w02 :/:”Hw)(

1l ne reste alors er the linear

u=v—uz,

alors que la seconde exige le changement

U=0+x,

(*) C’est le nom que nous donnons aux variables dites « muettes » qui, malgré leur extréme efficacité dans I’art de la notation, ne

sont que des dénis de réalité !
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w
=
o
=
=
4
—
9]
)

et apres les avoir traditionnellement 1égitimés le lecteur téméraire devrait parvenir
aisément a

N T4+27 2w —x
ao-i—QZan cos nw:/ H(v—m)goN(v)dv-i-/ Hv+ z)on(v)dv
,n=1 x —T

C’est alors le moment de se remémorer les 27-périodicités des fonctions H et ¢ ainsi
que la délicieuse question 8 et de refaire un bout de route in return et le futur devrai
ressembler a

N 27T
ap + 2Zan cos nx = /0 (Hw+ )+ H(v—z))on(v)dv.

n=1

11 faut maintenant que nous vous fassions une confidence. Nous vous rappe
en réalité deux fonctions ¢ v, celle de la genese qui était définie sur D et so
par continuité a R. Dans I’intégrale que nous venons de rencontrer, en 1’

/O%(H(v—l—z

figure le solide prolongement
la genese, elle devrait ress

version de

Compte ten
il est bien
la fonction

tégrale faussement i
s devons accepter I’

o sin (N—l— %)v
/ (H v—i—z)—I—H(v—z))xivdv,
0

2sin -
51n2

c. Nous allons procéder en trois ques mouvements !

> La continuité de K, sur I'ouvert |0, 2%, n’est qu’une affaire ouverte de théorémes
généraux, puisque la continuité de H sur R a du étre docilement admise.

> II se trouve maintenant que nous n’avons pas admis que la continuité de H sur R.
Nous avons di carrément accepter sa classe C! — sa simple dérivabilité aurait d’ailleurs
suffi — et selon le tandem Taylor-Young, nous avons au point = et lorsque v est au
voisinage de 0

H(v+z)=H(z) +vH'(x) + o(v),
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alors qu’en —x
H(v—2x)=H(—z)+vH'(—2) + o(v),

cette derniere s’écrivant également
H(v—2)=H(z) —vH (z) + o(v),

puisque, depuis la question 9.b la fonction H est paire et sa dérivée H' est impaire. Autant
dire alors que
Hwv+z)+ Hw—x)—2H(z) = o(v),

et il en résulte immédiatement que

(@fe)-1:1c] S

K. (v) B 0, V

v>0

vu que de fagon tres standard

.U
s — ~ .

2 v=0 Q
Seulement voila, le texte a décidé de K,(0) = t la continuité de K, en @ est
définitivement in the pocket.
onsables de cet ¢ @ ses:t

| ‘Q
aussement improprefrévele q

uestion b, ¢’est tout a fai i ue la quantité

> Remarquons désormais que
Yo €]0, 27,

la 2m-périodicité et la parité de H
voila donc, grace a notre deuxi

et comme le texte a dit q

d. La question 7.c, éc

et, via la toute récen

N
ao—O—QZancosnw—Qﬂ

n=1

est définitivement égale a Iintégrale

am H(v—i—:v)—i—H(ﬂu—:c)—QH(QJ)><

1
sin (N + §)vdv.

)
0 2sin —
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Au risque de radoter, il s’agit encore d’une fausse impropre sur 'ouvert |0, 27| et
la question précédente est justement 1a pour nous apprendre que le prolongement par
continuité de son intégrande au segment [0, 27] est précisément

v K (v)x sin (N + %)v,

et nous n’avons plus rien a ajouter.

12.a. C’est I’inénarrable lemme de Riemann-Lebesgue que le lecteur affiité a forcémen;
rencontré un jour de sa vie. Nous en rappelons les grandes lignes. On comme
annoncer comfortably(*) un réel strictement positif \ et I’on se précipite sur les
fonctions

CORRIGE

cos At

u:t—g(t) et vit— —

Une intégration par parties plus loi ent alors

vers

elques envolées nautiqu

dont la classe C* sur le segment [0, 1] est incontestable et dont les dériy, nl
vt € [0,1], u(t)=4g'(t) et V'(t)=sin
&
g(t) sin M dt| < ;

ol k n’est autre qui

(D) +19(0) +

etil ne

gé d’admettre le lemmy ebesgue pour une fonction g
, car la preuve en es uc difficile que celle du cas de la

nn-L¢ e version boosted et les récentes

27H (xv) —— 0,

N—+oo
ce que I’aware serial transforme illico en
400
ap + 2 g a, cos nx = 2w H(z).
n=1

(*) Nous appelons hypothese de confort toute supposition faites par nos soins qui doit nous apporter un réel bien-étre tout en ne

génant aucunement la problématique. C’est, en mathématique, une pratique stratégique trés courante !

w
=
o
=
=
4
—
9]
)
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Comme nous avons apercu un peu plus haut que, pour tout n € N, on a

an = [ Texp (=12
n = — X — >
5" P\ g
et au vu et au su de la définition de H(z), il suffit de quelques 1égers aménagements pour
conclure en beauté.
I Sil’on ose faire des sommes sur Z, le right hand side de la formule de Poisson peut trés
joliement s’écrire
Z 6—9(:t+2k7'r)2 )
kEZ

La classe !

(@fe)-1:1c] S

13.a. Apres mire réflexion, voici ce que nous suggérons.

function v = jeu(p)
i=1;

v=1; Q
s=1;

J=1

whilerand () > p

i=1+1;
J=Ji+1
if j > sthenv

S

i n du compteur
end ;
end ;
if v == 1 the "y ; else disp (”Bbmr”);

end ;
endfunction

e notre trouvaille e tableau décrivant

cours du temps et sya éme ajouté une
variable a censée com aux différents lancers de
la piece. Nous avons ictement supérieures
aux seuils s qui prov i onnes correspondantes ont
été dédoublées pour

Nous illustrons le fon
I’évolution des variabl

var init fA fA
i 1 9 10
v 1 1 —1 _— =1l =1 1 1 1 1 1 1 -1
s 1 1 2] 3 3 3 5 5 5 5 5 5 7
7 ¥ 2 1 2 3 4 1 2 3 4 5 6 1
a 0 1 1 1 1 2 3 4 5 6

w
-
g
=
=
r
—
o
0p)
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CORRIGE

w
=
o
=
=
4
—
9]
)

N I e I S B A I A I 1P At

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 20

b. 11 est limpide que a 1’issue du processus, la variable ¢ contient le nombre total
lancers de la piece.

c. La variable v ne prend que les deux valeurs 1 et —1. Elle est initialisée a la
et ensuite, elle prend la valeur 1 chaque fois que A joue et la valeur —1 lor ’
qui est aux manettes. Elle bascule donc a chaque changement de main.

&G
&

= —v; // change e ma
s=s+2;
9 =1/ réinit

d. Voila la complétion !

function v = jeu(p)

i=1;
v=1;
s=1;
Jj=1;
a=1;
while r;

a=a+1;

on du compteur

hen disp (" A vai ; else disp (" B vainqueur”) ;

Nous donnons quelques explicatio code, nous avons ajouté une nouvelle
variable a dont le r6le est évidemment lu ux. A laligne 6 du code nous initialisons a

ala valeur 1 et a la ligne 10 on I’incrémente d’une unité chaque fois que A joue et puis
c’est tout !

e. Nous allons classiquement utiliser la loi faible des grands nombres en choisissant
de répéter 20000 fois 1’expérience. Voici donc notre code qui va, I’on s’en doute bien,
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utiliser la fonction jeu

m = 20000 ;
/=03
p = input(’ Probability of head please ? ') ;
fork=1:m
ifjeu==1then f=f+1;
end ;

disp(f/m)

14.a. Le contraire de I’événement H U K est assurément 1’événement

« La piece donne un face a fous ses lancers »,

(@fe)-1:1c] S

et nul ne peutignorer qu’il s’agit 1a d’un événement de probabilité nulle car il a été supposé
que p est situé dans I"ouvert |0, 1[. C’est en effet I’exemple le plus percutant, donné
tous les professeurs de France et de Navarre, d’un événement tout a fait possible ayant
probabilité nulle et ce, en liaison avec les variables aléatoires suivant une loi gémétyi
quand il a fallu justifier qu’une variable géométrique est presque siirement a valeurs géelles.
Il en résulte alors effectivement que

et nous retombons sur la loi géo
I’instant et toute cette question

b. Notons 71 I’événeme;

et la croissance de la

laderniere égalité s las’écrit sans ambages

et la conclusion p;

15.a. Nous allo
lorsqu’ils jouent bien sdr, et nous mentionn
il n’y a que deux raisons pour qu’il ne joue pas'

e jeu de nos deux acolytes,
n joueur et un instant donnés,

> ou bien ce n’est pas son tour ;
> ou bien la partie est terminée.

Nous noterons avec la lettre « 7 » les tranches horaires de A, et avec la lettre « u » celles
de I’ami B.

(*) 11 faut bien comprendre que 1’on se fiche pas mal de qui lance la piéce. Tant que « pile » n’est pas sorti, la piece est lancée !
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w
=
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=
=
4
—
9]
)

C’est ainsi que pour les premieres tranches, dans un ordre naturellement croissant, nous

avons
to = {1}
Uy = {2,3,4}
t; ={5,6,7,8,9}
up = {10,11,12,13,14,15,16}
to = {17,18,19, 20,21, 22,23, 24, 25}
ug = {26, 27, 28,29, 30,31, 32,33, 34, 35,36}

Le lecteur observateur aura slirement capté que toutes ces tranches on un nombre imp.
d’éléments et que leur dernier gugusse est un carré parfait !

1l faut alors impérativement trouver a quoi ressemblent ¢,, et u,, lorsque n est
naturel quelconque et comme ¢’est un petit jeu trés amusant et pas vraiment revé
le laissons au dévouement de notre lecteur qui, a la surprise générale, dé
pour tout n € N,

tn ={4n® + 1,4n* +2,... 4n® +4n + 1},
alors que
Uy 4n? + 8 R
ce qui peut également s’écri
t, = [4n? n +4].

» Sont respectivement

n+1 et 4

n+
impairs, alors que, si écout

gugusses respectifs s

potache de la classe de

( 2

b. Nous nous organisons un po

> Tout d’abord, pour chaque entie n, nous notons naturellement H,, 1’évé-

nement
« A gagne durant la tranche ¢,, ».

> Ensuite, comme la tranche ¢,, s’est révélée de longueur 4n + 1, pour chaque entier ¢
situé entre 1 et 4n + 1, nous notons H,, ; I’événement

« A gagne au i coup de la tranche ¢, ».
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(@)

> Enfin, et comme cela se pratique assez souvent, nous notons
q=1—p.

Tout cela étant dit, et compte tenu des game rules, nous espérons ne froisser personne en
proclamant que

An+1

+oo
H=|JH, e VneN, H,= |] Hn;,
n=0 i=1

les ensembles a chaque fois réunis, étant ouvertement deux a deux disjoints(*). La o-
additivité de la probabilité entraine alors que

(@fe)-1:1c] S

+o0
Po(H) = pp(Hn),
n=0

alors que son additivité toute béte amene quant a elle a

Soitalorsn € Neti € [1,4n+1
ni moins que

> 1’obtention de « face
bien savoir compter, re|

> 1’obtention a nou rles ¢ — 1 lancers sui

> l’obtention enfin ancer d’apres.

Si’on en croit la tac e des lancers on devrdiba déja de

.
(Hpy) =pg*™ +

Maintenant, parce
des doigts la mné

1l est vrai que les probabilistes parlent de réunions — ou méme d’unions — « disjointes » mais un ami pointilleux m’a fait un

jour remarquer que, sur le plan de la correction de la langue, ¢’est quand méme pousser le bouchon un peu loin !
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la toute derniere procédant de quelques bénins aménagements, a telle enseigne qu’apparait

enfin la sublimissime
—+o0o

pp(H) = D" (¢"" — g inst),

n=0

qui ne peut que nous remplir de joie. Ce n’est alors que du pur mutatis mutandis que de

parvenir a
+o0

pp(K) = Z<q4n2+4n+1 _ q4n2+8n+4),

n=0

etau vu et au su de ce qui va suivre, il est préférable de changer un peu I’aspect des chose

puisque, a bien y regarder
+o00 R ) 400 ) )
po(H) = 37 (a7 = q®m ) et py(K) = 30 (¢ — g
n=0 n=0
I Nous pouvons aisément déduire de ce qui précéde que

et le lecteur maitrisant souve: s broncher

CORRIGE

ce qui donne u: a premilre avancée stion 14.a.

16.a. Nous p. sommatoire de Poisson écrite s a forme

S I

graceal’ s avons fait preuve a e et nous y choisissons tout d’abord

ce qui revient mentalement a choisir

1
41ng

Ces deux choix sont évidemment [égal pour le premier et également pour le second vu la
position idyllique de g. Selon les east-west properties du cosinus, particulierement

vYm € Z, cosmm = (—1)™,

w
=
o
=
=
4
—
9]
)
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le premier membre de la récente égalité (4) devient miraculeusement(*)
+oo
2 1
—1)g" _ -,
() -3
n=0
et la stricte positivité du second is as plain as the nose on your face !
Il est alors grand temps de passer a la toute derniére question.

b. Nous rappelons un important lemme de théorie des séries.
LEMME DE GROUPEMENT DEUX PAR DEUX

Soit (wn )nen une suite réelle. Si la série Y u,, converge, il en est de méme de la série

Z (u2n + u2n+1)7

n=0

(@fe)-1:1c] S

et l’on a I’égalité
+o00 +o0
Z Up = Z(u2n + U2n+1)~
n=0 n=0

La preuve de ce lemme est plutot élémentaire et a laissons donc au...

Contre toute attente, nous choisissons de dé

Vn € N,

Vu la position paradisiaque géo
série > u,, puisque sans sou

> On a incontestable

0 < |un| < ¢".

lement maitrisées.

e comparaison en si 08

gentes sont converg

ntion musclée du io font alors que
+oo

=> (4 %(H ),

a tel point que, selon la précédente

> Les séries géom

> Il existe sur le

> Les séries abs

Notre gentil lemm

n=0
H) > -
pp( ) > 3

Ce jeu avantage donc le joueur A.

I De toute fagon, comme A joue en premier, on pouvait se douter qu’il en était avantagé,
mais 1a, nous en avons la preuve formelle !

(*) Nous plaisantons ! Nous avons tout fait pour !
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