CORRIGE

Par Jean-Louis Roque, professeur au lycée Pasteur a Neuilly-sur-Seine, et external
lecturer a Essec Business School.

HEC

Les propriétés que le texte nous demande d’admettre sont en réalité trés faciles a
démontrer a partir du moment o I'on maitrise bien les opérations sur les matrices et
tout particuliérement la formule du produit matriciel d’Arthur Cayley. Nous ne pouvons
qu'encourager notre lecteur a s’y essayver sans tarder. Lorsque nous aurons a les utiliser,
nous nous y référerons sous {'intitulé d’« analyse matricielle » parce que, finalement, ¢’est
bien de cela dont il s’agit.

Partie 1

1. La matrice A est ici la trés classique matrice souvent notée .J,, dans la littératur
grande partie de ce qui va suivre va avoir un sérieux goit de réchauffé. ..

a. La matrice A est symétrique réelle d’ordre supérieur ou égal a 1. Alors
Merci spectral !

b. On trouve mentalement :

AV = pV

et comme le vecteur V' n’est pasnul(*), 'entier p est une valeur pro

c. Attention, cela est assurément faux si p = 1 ! Décidément, 1l tc nnés le

mot(**) en I'an 2013...

e nous faisons
>st indéniable

I1 nous faut donc absolument supposer que p est supérieur ou égal a
sur-le-champ. Les colonnes de A étant toutes égales a la nulle V,

que :
TgA=1<p
I'inégalité stricte finale reposant sur notre providentiélle re . Le test du rang est
alors catégorique. La matrice A n’est pas inversibl a donc bien :
0 € Spe

Reste alors a faire appel au théoréme du ra le tout gentiment que :

" Aurisque de radoter, si p = 1, cette dimension est nulle ce qui confirme bien que. ..

d. Nous espérons de blesser personne en affirmant sans autre explication que :
A% = pA

d’on 1l ressort, via une récurrence de Cotonou, que :

z

MATHEMATIQUES

VkeN* Ak =phlg

(*} Never forget !
(**} Il y avait en effet une errenr du méme acabit dans le sujet d’ecricome. ..
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I Attention, cela est bien connu pour étre faux lorsque k = 0, puisqu’alors A” = I, et
tout compte fait, nous avons :

pFrA sik

W

1
VeeN  AF=

I, si k=0
Soit n € Net z € R. D’aprés ce que nous venons d’apprendre, il est impératif de tr:
a part un certain premier terme, et il semble alors bien que :

n ok
£ s
T, @) =L+ (Zﬁp‘” I)A Q »
k=1
dont 'appartenance a Vect([,. A)...
e. Soit a nouveau 2z € Retn € N. Comme p n’est pas nul, en écﬁ\% t:

CORRIGE

et en ressortant ses connai asse de premiére a s parvenons trés
facilement a :

et vu ce que Vanalyse matricie ous avons effectivement :

f. Nou abord et sans surpri
T

Soit appartenant

pa
e 1 A)
n

ne simple formalité que de vérifier que :

ePlaty)
—A

(1.+

I'égalité A2 = pA n’étant pas complétement étrangére a 1'affaire. Nous avons ainsi :

£) =5

@) T,(y) =T,(x+y)

Soit encore = € R. Vu ce que nous avons appris de T4 (0) et I’égalité précédente, il ne
fait aucun doute que :

T, (@) T,(~2) = T,(~2) T, (2) = I,
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double égalité qui montre précisément que la matrice 7'y (2) est inversible et que son
inverse est précisément T4 (—a).

2. Signalons tout d’abord que le maximum, dont il est ici question, existe bien parce qu’il
porte sur une famille finie et non vide de nombres réels. Everything is therefore under
control !

a. Soit k € N et i, j deux entiers de [1, p]. D aprés la formule du produit matriciel
d’ Arthur Cayley, nous revendiquons :

P
k+1 b
ay ™ =3 anal)
h=1

L’inégalité triangulaire(*) sommatoire prend ensuite le relais en révélant que :

CORRIGE

P
lafi ™0 < 3 laan|ay|
h=1

Maxima obligent, tous les |a;;, | sont inféri
inférieurs ou égaux a 1. et il ressort

Comme cela vaut
de la bande, nous

i j) et que le maximum d’u e fait partie

P+l S Pl

4 montrer que la sui i) estsous-géométrique et la
s trés classiqueme ence — encore une fois
[ i au lec e soin de se charger de

nce de la positivité ambiante des

Nous sommes
propriété final
de Cotonou
I'intendance e
uns et des aut

nous préfé écrire notre récente conc
Yk e N*

b. Soit 2z € R. Au vu et an su de ce que nous venons d’apprendre — et de préférer ! —
il ne semble pas incongru d’affirmer que :

{PM1|$|]k

: 1
VkeN* 0B g=
p k!

=k

{*] D’aucuns parlent ici d'inégalité polygonale et ils n’ont pas tout i fait tort. ..
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La série exponentielle :

Z (piﬂll-'fl)k

k!
k>0

étant officiellement convergente, par comparaison en signe positif, la notre 'est absolu-
ment et comme toute série absolument convergente converge. ..

¢. Soit z appartenant a IR et ¢, j appartenant a [1, p]. Maximum oblige, nous avongleett
fois : .
joi7*] _ pulat
N
Laprécédente question et la sempiternelle comparaison en signe positif ameéne
a une absolue conclusion.

Yk eN 0<

d. Soit encore x € R, n € Net i, j deux éléments de [1, p]. L’élén
de la matrice T’y ,, () étant indubitablement la providentielle somme

il semble que

matricielle — la

3. Comme D est diagonale, il exist calaires dy, . .., d, tels que :
D = diag(dy,....dp)

et on rappelle qu’alors les puissances de D sont encore diagonales et « méme que(*) » :

vkeN D" =diag(d},...,d})

(*) Comme on dit dans les cours de réeré !
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a.Soitx € Ret N € N. Nous avons :

n xk "
Ty (@) = ;} o

Vu ce que nous venons de sortir de notre tout récent chapeau et vu qu'une combinaison
linéaire de matrices diagonales ’est également, la « diagonalitude » de T ,,(x) semble
définitivement acquise.

b. Soit a nouveau = € R et n € N. Organisons-nous un poquitin.

— D’apres la question précédente, les entrées non diagonales de la matrice Tp ,, ()
sont nulles et tendent donc vers zéro lorsque n tend vers 1'infini.

CORRIGE

— Soit maintenant i € [1, p. Sil’on en croit le « méme que » du dit chapeau, la j
entrée diagonale de la matrice T ,, () n’est autre que :

vt k!
qui, parce que nous le valons exponentiel ien, vérifie : Q

i T

Vu la définition de la ite d’une suite matricie S venons a
I"instant de prouver q

diag(e"”, ..., 3%9

e. Soitr € N*. 11 lair que la matrice D, diagonal€ et nous oublierons

ainsi de parler du ¢ ses entrées non di
Soit alors i € [1, uestion précéden ' entrée diagonale de D, n’est
autre que :

r(ed" /7
qui, because I’ équivalence standard :

e’ —1

U

se doit mentalement de vérifier :

T(edi/r —1)——d;
T—+co

Nous venons donc bien d’établir que la suite matricielle (D,.) est convergente et que :

Dy —— D

r—+4oo
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4. On rappelle aux fins connaisseurs de la similitude matricielle que :
vkeN A% =platp

ce qui fait partie de tous ces « beaux suivis » qui enchantent souvent 1'algébre linéaire.

a. Soit € Retn € N. D’apres ce que nous venons de rappeler, nous avons :

nok
e _ 1 4k Tk
Zk'A EP = (ZHA)P

k=0

la derniére égalité procédant d’une pré-factorisation de P~!, suivie d’un
risation de P et autant dire alors que :

Ty (2)=P1.T, (z)-P

Vu ce que nous avons admis a propos de I'analyse matricielle, nou
passer a la limite lorsque n tend vers I’infini et a revendiquer dan

jal une matrice

b. Soitn € Netr €
diagonale — nous la

inversible — nous 1.
notons génériqu

elle est diagonale comme sa copine D
de ses entrées non diagonales. En
ale n’est autre que :

raconté lors du réc
done i nouveau le

avons rappelé plus haut une céleb ence standard. I1 va nous falloir ici du beaucoup
plus lourd. Grice au développement limité, a 1’ordre n+ 1, de I’exponentielle au voisinage
de zéro — que nous connaissons par cceur bien sir — nous déduisons que :

n,+l

Z i = T]_)I +O(un+1)

(*} Nous trouvons le fiinr du texte pour le moins déplacé, quand on sait 4 quoi sert réell une diagonalisation ! Ce n'est donc

pas « on pourra » mais plutdt « on devra »...
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d’oti il ressort, par définition, I’équivalence certes un peu moins standard mais cependant
immédiate :
i Zﬂ: E"’f N untl
= k! w—0 (n+1)!

Ce bazooka asséne alors quasimentalement :

,rn+l ec.‘.ifr' o i (di/?')k d—‘?*’l
2K ) o (m D)

et il semble bien que nous ayons établi que :

(252 -1 (3)) =2 o 2

ce qui remplit notre diagonal contrat. Cela dit, comme nous avons bien retenu les
d’analyse matricielle, il doit, dans la foulée, s ensuivre que :

CORRIGE

pnt1 (P-TD(%) PPt

N TD (ib‘?—;‘(r
lablement avoir ou‘ que :
T

_Dﬂ-l-l_P—l =A

Oui mais voila :
— primo, lors de la réc
la matrice A’ , nous avons

PiT,, G

et ¢’est déja une pre
— deuzio, nul ny

11 est alors temps artie.
Partie 2

5.a. Voila qui ressemble caiman a une questi r
— Tout d’abord, il nous semble vaguement ler que :

dim £(F) = p?

— Ensuite, comme 1'on fait tous les professeurs dans leurs classes, nous considérons
la famille d’endomorphismes :

(1d,0,4%,...,9")

https://vertuprepas.com/
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Comme elle est de longueur p? + 1 dans un espace vectoriel de dimension p? elle est
fatalement liée et il existe donc une famille :

(Ci.n,...,a.pz)

de scalaires non tous nuls, telle que :

Comme ses coefficients de sont pas tous nuls, le polynéme :

CORRIGE

pZ
P= Z ai X®
i=0

problémes sont :
— qu’il n’a aucune raison
entier d < p? ;

1l est cependant
puisque every

écupérer le coup
annulateur sont encore

ntde P atoutes les qualités
,et évidemment annulateur de

b. Attention; le texte a siirement voulu dire : « En considérant, pour tout & € [1, p?], les
endomorphismes... » faute de frappe que nous rectifions donc sur-le-champ. Cela étant,
et en conservant les notations de la question précédente, nous venons d’établir que :

Q) =0

{*} Le désir d’un annulateur unitaire est trés louable bien sfir, mais pourquoi diable en vouloir,  tout prix, un de degré p® ?
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*)

ce qui, parce que nous connaissons bien nos affaires, s’ écrit exactement :

HEC

(p—z11d)o(p—21d)o -0 (p—21d) =0 (1)

Nous allons alors établir par 1’absurde qu’au moins 1'un de nos zj, est une valeur propre
de . Supposons donc — merci Zénon — que tel ne soit pas le cas. Comme ¢ opére
sur un espace vectoriel de dimension finie, il devrait rapidement s’ensuivre que, pour
tous nos entiers k, I'endomorphisme ¢ — z;, Id ait un réel parfum de bijectivité. Un
composé de bijections étant une bijection itou, 1’égalité (1) déclarerait ainsi bijectif
I’'endomorphisme nul ! Oui mais voila, il est dit que 'entier p = dim E n’est pas nul,

I’espace vectoriel E n’est donc pas 1’espace nul et dans ces conditions, nul ne peut ignor
que I’endomorphisme nul n’est pas(*) bijectif, chronique d’une contradiction attendue.”
I Cela ressemble également & une question de cours qui pourrait s appeler : « non v;
du spectre d"un endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension finie non @
6. Notons d’emblée que 7 o p, composé de deux endomorphismes de FE est égale

endomorphisme de E et nous le redirons plus !

a. Nous allons tout d’abord établir que I’endomorphisme 7 o ¢ stabilise
un vecteur # € H . A la surprise générale, Jé vecteur (). appartient a E

Tout cela permet désormais de considérer I'endomorphisme u € L
Nous n’avons pas encore tout dit. Comme nous avons par hypothgs

que :
dimH =p—Fk

sion finie non
et alors de proposer
lanc bonnet — un
appartenance 4 H ,

I’induit u opére sur un C-espace vectoriel — en I’occurrenc
nulle. La non vacuité obtenue a la fin de la précédente questi
pour A I'une des valeurs propres de u et pour v — bo
des vecteurs propres de u attaché a la valeur propre A,
qui était quelque part le point crucial de 1histoire, e
risque de radoter, u opére sur [

acquise puisque, au

I On en profite pour rappeler que, because la philesophie on changement d’action,
les éléments propres d un endomorphisme indy idemment aussi éléments propres
de son créateur.. .

b. Comme @ appartient a H.1'on a I'inc

Il en résulte ainsi que :
FnVectvCc FNH

et comme par hypothése ' 01 H = {0}, ’on a a fortiori :

F N Vectv = {0}

Attention, against all odds, 'endomorphisme nul de 1'espace nul est bijectif ! Cela fait partie des nombreuses bizarreries de ce

dréle d'oisean. ..

z

MATHEMATIQUES
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et la somme F' + Vect v est effectivement directe ce qui est déja un bon début. Nous
pourrons donc désormais « cercler » le « + ».

Parlons alors maintenant du vecteur ¢(v). Nous n’avons bien siir pas oublié que :

m(p(v)) = v

égalité qui, because v € H s écrit également :

m(p(v)) = Am(v)
puisque, sous les feux des projecteurs, les éléments de H sont déﬁnillvemen?
I"application 7. La linéarité de cette derniére permet d’en déduire que :

T(p(v) — M) =

et nous apprenons ainsi que :

CORRIGE

ev) — M

notre derniére allégation p
L écriture :

et noyau.

(2)
,because F est stable

®3)

re d’un doute que ¢ stabilise

onne idée. Nous préférons changer
blissant par récurrence finie sur £ que, pour
Tuy) telle que :

Here we go!

e Puisque ¢ est un endomorphis “un C-espace vectoriel de dimension finie non
nulle, nous savons — non vacuité du 5.b — qu’il posséde au moins une valeur propre
et donc, bonnet blanc et blanc bonnet, qu’il posséde aussi au moins un vecteur propre.
C’est alors tout naturellement que nous proposons pour vy, 1'un des vecteurs propres de
1"endomorphisme . Vecteur propre oblige, nous pouvons assurer que :

(*) On rappelle que I'image d'un projectenr est 4 la fois le sous-espace sur lequel il projette et I'ensemble de ses points fixes.
(**) On rappelle que le noyau d'un projecteur est le fameux « paralléllement » et nous nons comprenons !
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— le vecteur v; n’est pas nul, ce qui procure a la famille (v ) une providentielle
liberté ;
— nous avons properly 1’ appartenance :

w(v1) € Vect vy

et il semble que nous venions de réussir notre initialisation.

e Supposons désormais que la propriété souhaitée soit acquise pour un entier & qui,
récurrence finie impose, vérifie :
1<k<p

CORRIGE

Nous faisons valoir que I’hypothése de récurrence entraine trés gentiment la -stabilité
du sous-espace :
Fy = Vect(vy,...,v)

et que nous sommes donc exactement dans la situation de la précédente question. Jlexis
donc un vecteur — nous "appelons ici v bien siir — tel que la somme :

,---,‘b‘k,‘b‘kﬂ)

est indéniablement
ses copains vy, vg, .

Uf41 0’ étant stire

— lasta sous-espace :

(V1) € Vect VW1 1)

qui, couplée a celles données par I’hypothése de récurrence, ne peut que nous satisfaire. Il
reste alors a faire le bon choix k= p et a ne pas avoir égaré le théoréme de caractérisation
des bases en dimension finie que nous préférons rappeler infra.

CARACTERISATION DES BASES EN DIMENSION FINIE :

Soit n un entier naturel, V un K-espace vectoriel de dimension finie n et § une famille
finie de vecteurs de V. On a I'équivalence :

F estunebasede V' <= F estlibre dans V et de longueur n

https://vertuprepas.com/
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I" Sil'on en croit le protocole de « matricialisation », dans une telle base (vy.....v,) de
I'espace F, ¢’est-a-dire une base vérifiant les fameuses :

vk € [[lpﬂ W(Uk) € Vect(vl, B 'L’k)

la matrice de ¢ est lumineusement trigonale supérieure. Nous venons donc, et ce n’est pas
rien, d’établir que, pour tout endomorphisme ¢ d’un C-espace vectoriel ' de dime
finie non nulle, il existe une base de E dans laquelle la matrice de  est trigonalel E'o

se doute bien que cela se reformule en disant que tout endomorphisme d’un C-e

vectoriel de dimension finie non nulle est trigonalisable.
8. Nous venons de dévoiler en avant-premiére que la matrice M est trigonal
et nous ne mangquerons pas de 1'utiliser en temps utiles.

CORRIGE

a. Soit k € 2, p] et organisons-nous a little bit.

— Sip = 1,’ensemble [2, p] est vide et il n’y a donc formelleme, prouver.
— Si en revanche, I'entier p est supérieur a deux, nous savgns bi arité,
linéarité ! — qu’il suffit de prouver :
: P,
en poursuivant notre o;
trivial puisqu

;o)

ce que nous attaquons s

(=i

" Notons, toujours protocolai

o) =mnun ve. (50 —my Id) (v1)=0
Du coup, si nous décidons manu militari de définir(**) :

Fy = {0}

(*) Lalogique formelle nous apprend que toute phrase matk i gant par quelque chose du genre : « ¥ machin € P »
est fatalement vraie.

(**) Nous déplorons que le texte ne I'ait pas fait depuis belle lurette. ..
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nous avons en réalité :
vk € [1,p] (Lp — Mg Id)(Fk) C Fr=1

et ce, pour n’importe quel p = 1 d’ailleurs.

b. Grace a I'improvement de notre toute récente remarque, nous ne sommes plus tenus
de planifier sur p et nous allons établir par récurrence finie descendante sur i que :

Vi € [1.p] (¢ —mi; 1d) 0-+-0 (o — mpp 1d)(E) C Fiq

CORRIGE

Aqui tenemos :

e Lorsque ¢ = p, nous venons a I'instant de le faire puisque, sans vouloir n
quiconque, nous avons :
E,=F

e Supposons que, pour un entier # vérifiant :

on ait effectivement :

(p—r

11 devrait alors dans 1

((p—m,:_l‘,:_l Id) o O(Cp Mpp 1d) (E) C (cp 1,4—1 Id) (F

inclusion qui, grice tre improvement, ent a:

(‘P_'fﬂi (E}CF 2

et ne peut qu’in us satisfaire. Le
apprend que :

ici ¢ = 1 puisqu’il nous

c Fy

¢’est-a-dire :
((p—mllld)O"'O {0}
Le polynéme :
P
TG — )

k=1

est donc annulateur de 1’endomorphisme i et il annule également la matrice M puisque
cette derniére est une des matrices de ¢ dans une des bases de E.

9. Comme R est soit-disant inclus dans €, on peut, momentanément, considérer A comme
une matrice de M,(C). Le théoréme d’existence des bases en dimension finie mettant a

https://vertuprepas.com/

SCIENTIFIQUE

ANNALES CCIP 2013-2014 1 197


https://vertuprepas.com/

notre disposition une base C du C-espace vectoriel E, nous savons alors trés officiellement
qu’il doit exister un endomorphisme ¥ € L(E) tel que :

Mat,(v) = A

etlaprécédente question vient, & point nommé, de produire un polynéme complexe unitaire
de degré p — que nous baptisons banalement P — annulant 1’endomorphisme 1 ai
que la matrice A par voie de conséquence. I existe donc des complexes (j. (2. ....Cp

que :

AP+ GAP o - I, =0

Oui mais voila, pour chaque entier k& € [1. p], il existe des réels ay, et by, tels q

CORRIGE

G = ak +iby,
a telle enseigne que :
AP+ a AP+ tap D, + i (0 AP -

et c’est ici que la réalité de la matri
réel et de I'imaginaire, elle impo

AP + aIA”_l

La seconde égalité i premiére nous
révele que le pol

satisfait a to il est unitaire en plu

10. Avant t i signa flagrantes choses :

ce G, est exactemen ices de type :

f(A)-B on L[ X]

d on maitrise les li I'image d’une matrice et la famille de

Nous gardons tout cela au chaud, cer quelque peu.
a. Soit ¢ > p. Nous allons naturellem océder par double inclusion.

— L'inclusion :

Gp C Gy
ne doit, quant a elle, casser aucune patte de palmipéde.

— Soit, réciproquement, X € G,. D’aprés ce qui mijote supra, il devrait exister un
polyndéme f € R,_;[X] tel que :

X =f(A)-B
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(*) Bien du, tous les orthog que nous écrivons ici sont pris dans I'espace euclidien (M, 1 (), <, =>).

Oui mais voila, nous avons magistralement établi que la matrice A possédait un polynéme
annulateur — baptisons-le g — réel et de degré p et nous allons procéder a la division
euclidienne du polynéme f par son copain — mais néanmoins non nul — polynéme g. Il
existe alors un polynéme () € R[X] et un polynéme R € R, 1[X] tels que :

f=9-Q+R
et il en ressort que :

f(4) = g(A) - Q(A) + R(A) = R(A)

CORRIGE

la derniére égalité procédant de 1’annulation de A par g. Bref :
X=R(A)-B

etcomme R € R, [X]...

I Nous observons que cette égalité est encore

de la colonne X pQY habituelle-

— Si maint i t une colonne de

b. Commengons tout d’abord par quel
— Lorsque X et Y sont deux ¢

n’est autre que le pr
ment noté :

Nous pouvor 1 der, nous recherchons un sous-

VG € M1 (IR) = GLS

Au vu et au su de notre seconde mise au point, nous proposons :
_ ol
§=6,

and Bob’s your uncle !
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e. Soit donc une suite (G, ) une suite convergente d’élément de G,, et S une colonne du
sous-espace g;. Nous venons d’apprendre que :

VneN ST-G,=0

Comme par hypothése :
G, ——G
n—+oo
et compte tenu de notre dextérité de plus en plus affirmée en analyse matricielle, n
pouvons passer a la limite lorsque 1’entier n tend vers 'infini et récupérer ainsi :

ST-G=0

CORRIGE

La précédente question et surtout son « si, et seulement si », fait alors qu’

I" Les aftités de la topologie sauront
oude R, sil’on pratique la classi
faire aux récentes questions b
propriétés qui concernent

d.Soitz € Retn

Il reste alors a prendre conscience des trois choses que voici :

= primo, nous venons a I instant d’établir que la suite vectorielle (T4 B) n
est une suite d’éléments du sous-espace G,.

— deuzio, et sil’on en croit nos connaissances d’analyse matricielle, nous avons :

TA‘H({L'] - B n—»_q_m TA (z)- B
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— tertio, selon la toute récente ¢, le sous-espace G, est fermé — il contient les limites
de ses own suites convergentes — a telle enseigne que sans I’ombre d’un doute :

T,(z)-BE€G,

Partie 3

11. Supposons momentanément qu’une telle fonction f veuille bien exister. I.’équation
différentielle qu’elle vérifie, la continuité de u et les théorémes généraux font que f' est
automatiquement continue sur le segment [0, 1] et la fonction f y gagne ainsi ses galo
d’une classe C' bien méritée. A bon entendeur !

a. Il est question de recherche et c’est tout naturellement que nous allons nous ai
d’une analyse-synthese tout en regrettant que le texte en ait un peu trop dit...

ANALYSE :
Supposons donc que la fonction f soit convenable.

"(2) —af(x)) =

t I'intégration
sur le segment [0, ¢] I’écrivent bien entendd la forme(*) :

Tout comme f, /

égalité qui,

(+%)
et c’est la que I'on peut regretter la largesse du . Il était en effet finalement trés facile
de parvenir par soi-méme & cette expression. ..

" Cette conclusion d’analyse & savoir « si f est convenable, elle est fatalement donnée par
(#x) » montre 'unicité de notre projet. Il ne pourra donc y avoir qu’une seule fonction
convenable et ¢’est maintenant a la synthése de décider de la fin de I'histoire !

{*) Au prix d'un picochouia de linéarité cependant. ..
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SYNTHESE :
Contre toute attente, nous proposons pour f la fonction définie sur le segment [0, 1] par :

t t
vt € [0,1] ft) = b[ u(z)e**"dy = be‘“/ u(x)e” “dx
o 0

la seconde écriture — no t inside pour les initiés — étant plus propice a la révél
des qualités analytiques de f. Il reste a prouver que cette proposition est farpaiteient
convenable. Here we go !

— Selon Gaston Darboux, la fonction :

t
ft— ] u(.'l:)e_“mdfl:
0
n’est autre qu’une primitive sur [0, 1] de la fonction continue :
et a ce titre elle y possede la clas %devrait
généreusement suffire a justi ilité ;
ite, quant a elle, rien que no comment !
ificati i e e lité — simple

dérivationd’un charge de notre dévoué
lecteur.

el

de noter encore u la valeur de la constante

1]. Nous nous pes
s conditions :

w N
En prenant toutes les précautions néce en ce qui concerne le réel a, la petite histoire

s’achéve alors sur :

e —1

bu

si a#0
f(t) =
but si a=10

Ce qui nous attend maintenant étant une condition nécessaire et suffisante, nous savons
ce qui nous reste a faire.
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*)

— Supposons que le couple (a, b) soit sous contrdle. Choisissons y = 1. 11 doit alors
exister une fonction u € C° telle que pour « toute fonction f » comme ils disent, on ait
I'égalité f(1) = 1, c’est-a-dire :

1
= bf u(.:i:)ea(l_x)dx
0

ce qui, a I’évidence, oblige bien :
b#0

— Supposons réciproquement que b # 0 et soit alors y € R. Il nous faut alors
reprendre notre plan sur le réel a.

CORRIGE

— Si a est nul, nous proposons pour « la fonction constante :
y

Wik b—F—

b

— Sian’est pas nul, le réel €” — 1 ne I'est pas plus et nous proposo
la fonction constante :

d’admettre et un ¢ > ontinue sur le
segment [0, 1] et si me de Darboux-Riemann nous dévrions avoir :

suites vectorie

est a valeurs dans I’espace vectoriel , et comme ce dernier est définitivement fermé(*),
sa limite appartient également a G, et 'on a donc effectivement 1’appartenance :

]1 u(x)W(x)dx € G,
0

Au risque de radoter, ¢’est le sens topologique de la question 10.c. L'espace vectoriel G, contient les limites de ses propres
suites convergentes,
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b. D’apres ce que nous avons admis — la continuité des fonctions W), —, la fonction :
»
uitr— 2T W) =<2, W(@)>=)_ aW(z)
k=1

les notations parlant d’elles-mémes, appartient assurément a C® et du coup :

f 1 (Z"-W(x))da =0
0

Nous mettons alors en avant les réalités suivantes :

— les bornes d’intégration sont différentes ;

CORRIGE

— la fonction intérieure — la fameuse intégrande — est continue et de si
sur le segment [0, 1].

Une incontournable contraposition indique alors que I'intégrande est ide
sur notre segment d’ot il ressort sans I’ombre d’un doute que :

¢. Ressortons, comme 1
nous le pouvons bie

Ons-y, parce que

11 s’aveére ai

limite que i ici tout d’abord en :

EVAR:
—+co [N

puis, ap

que nous venions d’apprendre a I'instant q
1
T o
77 w(=)=0
de telle sorte qu’in fine :

p—1 1
Z apr?k __Iz‘l' .AP. B
k=0 B

=40
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oll, maniére d’alléger un peu I’atmosphére, pour chaque entier & concerné nous avons
noté :

_ A
ak = 75 Zz -A%-B
quantité qui, malgré ses apparences matricielles, n’est finalement qu’un bien brave réel !
Du coup, si nous notons P le polynome réel : 'l
O
p—1 ]
k=0
o]

nous venons finalement d’apprendre que P(r) a une limite finie quand Ientier r tend vers

plus I'infini. Connaissant les propriétés limites des polynomes, P est fatalement cons
et comme visiblement son terme constant est nul, il ne fait plus I'ombre d’un doute

P=0

Nous savons par dé

2.a nous a sou

fo 1 ufx)

B co,

Nous avons donc assurément établi que :

Oui mais voila, 1

a telle enseigne qu’in fine :

Gp = Mp (R)

mais vu les liens trés étroits entre G, et I'image de la matrice de Kalman K, cela se
reformule en :
Im K, = M,1(R)
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et le test de I'image est formel. La matrice carrée K, est bel et bien inversible.
— Supposons réciproquement que la matrice K, soit inversible et notons V/

I’ensemble : ;
V= {/ u(x)W(zx)dz | ueCO }
0

Il est trés facile — nous le laissons as usual a la charge de 1'impétrant — de vérifie
qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de M, ;(IR), la facile linéarité de I'intégrati
matricielle étant évidemment sollicitée.

Soit alors Z € VL. A y regarder de trés trés pres, les récentes questions b et ¢ etnotre
pertinente remarque de la fin de cette derniére, permettent d’en déduire que :

CORRIGE

7" K,=0

d’on il ressort immédiatement que Z = 0 puisque K, est supposée i
venons done d’établir que :
v+ = {0}

quementen :

Mp,l (R)

que le passage a I’orthogonal transfi

puisque, dans un euclidie ogonal... Nous ten ais le bambou !
Soit en effet Y app donc maint tde V et par
définition de ce d ment une foncti elle que :

B A .« 1 ATTIR

sont justement celles de la matrice K, il est facile de voir — c’est purement
métamécanique — que la colonne :
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convient parfaitement.

b. Avant d’attaquer 1" affaire nous rassemblons quelques faits d’armes qui vont bient6t
participer a une argumentation massue !

— Primo, nous savons depuis belle lurette que :

ImK, =G,

— Deuzio, au vu et au su de 'inégalité ¢ = p, nous savons depuis la 10.a que :

gg:gp

CORRIGE

— Tertio, puisqu’il est précisé que K, est inversible, nous avons déja dit que :

Gp = Im K, = M1 (R)

En bref :

ImK, =
Laissons cela mijoter quelques instant : ; iste
s € R7oulacolonne Cs € M, 1( et blanc
et blanc bonnet & cela prés, ¢ 1 3 udra
donc y préter attention. Quoi ¢ ablir 1’existence

d’une colonne C;, € M

et vu la derniére ég

14. Nous trouvons tire que la matrice ible puisque :

— vuque la éelle, nous savons nt que :

c’est en effet u
minimisation de

classe lorsque 1'on étudie la

[[AX
— lethéoréme durang appliqué i la matrice laire K de format (g, p) assure

" p=dimKer K," +rg K,"
— vu que le rang d’une matrice est légendairement égal a celui de sa transposée et

puisque dans la marmite :
ImK, =M, (R)

rg KQT =rg Ky =dimM, (R)=p
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11 résulte de ces trois choses que :
Ker(K, - K,) = {0}

et la matrice K, - KqT est désormais carrée a noyau nul. Selon le test du noyau, elle est
bel et bien inversible.

a. Nous allons commencer par revisiter le théoréme officiel d’optimisationd§ou
contrainte en le mettant un peu au gofit du jour. Il met en jeu une fonction numériq
classe C* sur un ouvert U de R?, puis p formes linéaires g, . . . . gp sur I'espace vec
R et enfin une liste (by, ..., b,) € R?. Connaissant parfaitement la structure s
linéaires sur R?, nous devons savoir que, pour tout i € [1. p], il existe une li

(ails L5 PR :aiq) e R?
telle que :
Ve RY gi(x) = apnzy + - + agzy

Les p contraintes linéaires de notre théoréme, en I’occurrence :

CORRIGE

peuvent alors se ras

" 4 [a” ] 1<i<p
1<j<q

Vf(z) € Im AT (CRIT)

en ne perdant toujours pas de vue que nous identifions R a M., 1 (R) et que par conséquent
fous nos vecteurs — et en particulier les gradients — sont écrit en colonnes(*).

Revenons alors a notre affaire et annongons un peu la couleur.

(*) Quand on les écrit 4 'horizontale les gradients des g; sont, grosso modoe les lignes de A, mais quand on les passe a la verticale
ils deviennent les colonnes de sa transposée. Ceci explique cela. ..

https://vertuprepas.com/
208 | ANNALES CCIP 2013-2014

W
=
o
&
=
r4
w
o
N



https://vertuprepas.com/

— La fonction .7, polynomiale a ¢ variables, est de classe C! sur I'ouvert R? et 1'on

a de memoria :
231

Vs € RY VI(s)=]| | =2s
25,
puisque nous avons définitivement décidé de la jouer colonne. ..

— La contrainte matricielle :
KCs=Y

rentre bien dans le cadre de notre nouvelle facon d’aborder les choses a cela prés —
mais ce n’est pas rien — qu’elle s’écrit via une colonne qui a un peu perdu la téte a telle
enseigne que la supra caractérisation (CRIT) de concept de point critique s doit s’adapter
au up side down de la colonne Cy de la suivante fagon. Here you are :

CORRIGE

K,Cs=Y et 20, eImK," (CRIT

Nous pouvons désormais attaquer véritablement la question et il était temps...

Comme cela est toujours fortement conseillé n
analyse-synthése.

— Supposons donc que s* soit
question. D’aprés ce que nous veno;
conditions :

et il existe donc une col

égalité qui, répercuté

La matrice K, -

I" As usual, cette conclusion d’analyse montre 'unicité de notre projet.

— Ce n’est maintenant qu’une formalité que de contréler que la colonne :

Cor = KqT' (Kq : K-?T)_l Y
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vérifie les deux conditions de la caractérisation (CRIT USD) écrite quelques lignes plus
haut et nous pouvons alors envisager la toute derniére question. ..

b. Soit h appartenant a R tel que s* + h vérifie la contrainte bien sfir. Nous observons
alors qu’a bien y regarder :

vseR?  J(s)=|s|?

olt || || est assez facile a débusquer, i telle enseigne que :

J(s" +h) = J(s*) = [|s* +* = [Is*]

CORRIGE

Un petit coup d’égalité d” Al Kashi et hop :

J(s* + h) — J(s*) = 2<s*, h>+|h|?

Oui mais ¢’est toujours la méme histoire, puisque s* est critique(*) el que 5 vérifie
la contrainte, nul ne peut ignorer — ¢’est 'autre fagon officielle de crigigier Fattaire —
que :
= ()
ce qui, ici, §"écrit provi
s"yh>=0

S h) = () = B2

vir et qui, de surcroit, ré ertement le coté strict de notre

KR
&

(*) Sous contrainte évidemment !
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