CORRIGE

Par Jean-Louis Roque, professeur au lycée Pasteur a Neuilly-sur-Seine, et
external lecturer a ’TESSEC Business School.

Partie 1

Nous nous permettons d’ajouter trois informations qui, le moment venu, seront bien plu
que providentielles !

0.a. Nous rappelons une fois pour toutes que si (u,, ) est une suite réelle, on a 1’équivalen:
logique

CORRIGE

et nous le redirons plus !

0.b. Soitr > O eta € A(r). Alors, pour tout p € N, la suite

n— nla,, L
appartient encore et mentalement a .
0.c. Soitanouveaur > Oeta lors, pour tout'p € N&
)

appartient ell on une équivalence binomi dard, nous avons

[
(D)ol e "
p p-
e veulentbien,ilyas marc précieux test d’équivalence.
en

rel. Comme il semble difficile

@ D nk‘anh,n’

segment [—r, 7] et

Soit maintenant 7’ un réel supérieur ou égal a r et a une suite appartenant a A(r’). Il suffit
d’appliquer le début de la question & 7’ en lieu et place de r pour se convaincre de

Vo € [-r',1"], VkeN, an\an||z|" converge,
n=0

et quand on choisit légitimement z = r...

2. Soitr et 7 deux réels vérifiant 0 < < 7’ et soit a une suite appartenant a B(r”). Etant
donné qu’a I’évidence, nous avons trés positivement

Vn €N, 0 < lan|r™ < ‘an|rln7
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le squeezing process affirme dans un premier temps que a appartient a B(r). Si I’on
suppose ensuite que a appartient & A(r) la série

an|an|r"

n=0

converge pour chaque k£ € N et tout particulierement lorsque & = 0. Il reste alors a ne
pas avoir oublié une certaine condition nécessaire de convergence affirmant que le terme
général d’une série convergente se doit de tendre vers 0.

3. Soitr appartenanta R’ . Nous allons appliquer tout bétement la méthode de plongement.

> Nous avons tout d’abord et par définition I’inclusion

(@fe)-1:1c] S

A(r) c RY.

> Comme la suite nulle est un membre éminent de A(r), ce dernier n’est assurémen
pas vide.

> Soit a et b appartenant a A(r) et soit A un nombre réel. Soit également k un eptier
naturel quelconque. Si I’on en croit I’inégalité du triangle, nous devons avoir

Vn €N, 0 < n¥lay + Ab,|r"

¥y ‘o
c

et comme il est dit que les deux séries

convergent, il en est de mé

et ce, grace au théorem
signe positif.

la théorie des série: st de comparaison en

En bref, a + Ab app la boucle est bo

u
) est un sous-e e RN et c’est méme
k+:

4.a. Soit a nouveau 1 € R et & € N. Pour ch. tiegnaturel non nul, u, (k) est

" On peut également
un petit peu plus sim;

strictement positif et ’on a tranquillement

Un+1(k) . Z(l +

e
1
(k) n n

)

d’ou il ressort immédiatement que

un+1(k) 0
un(k) n—-+oo '
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La suite est assez standard. Du fait de cette limite nulle, il existe un entier ng > 1, tel que

Un1(k) < 1
un(k) 2

s

vn = ng,

et la trés classique récurrence sous-géométrique nous amene sans surprise a

Yn = no, 0 < up(k) < Luno(k),

= 2n7n0

la positivité ambiante des uns et des autres ayant eu, plusieurs fois, son pesant d’arachi
On doit avoir appris en classe de premiere scientifique que

U ?
AL L PN
and by squeeze Q

Up (k) —— 0.
n—+oo

I Les idées que nous venons d’utiliser s ez célebres dans la littér: ématique.

la positivité de e ion. ire est assez nautique.
LasériedeRi xiste sur le marché
un précieux ésulte effectivement de tout cela
que

remiere partie de la
s permettent d’affi

ion, ¢c’est encore une fois les souvenirs

BN €

La sec partie va demander une pétite,Or; ion.

pposons que 3(\) appartienne (rA¥11 en résulte en particulier que la série
géométrique
r)"

n=>0

converge, la positivité de A\ ayant encore une fois épargné une valuation, et c’est ici le
passage en premiere année de prépa qui nous conduit &

ro b
Y
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> Supposons réciproquement que r < 1/A et soit k un entier naturel quelconque.
Comme on ne change pas une équipe qui gagne, nous allons, comme a la précédente,
passer par un n>-shot. Aprés avoir observé que

Vn € N, nk+2()\,’,)n _ nk+2en ln(}m),

la providentielle stricte négativité du réel In(Ar) et une prépondérance classique bien
connue doivent gentiment nous amener tout d’abord a

nF(\r)" = o(%) >

(@fe)-1:1c] S

puis a la convergence de la série

Z nF ()"

n=0

en suivant le méme argument riemannien que celui développé supra. Le résultat des
courses est donc

1
BA) eAlr) & r< .
5. Soit  appartenant a 1’ouvert |0, p|[ et & un entie . me a appartient 2
on sait que

et la tricky écriture suggérée par le t

Etant donné que

la seconde partie de la q nte oblige la conv:

er, e de
n

()

n=>0 p

an|an|r

n=0

qui induit celle de

via le test de prépondérance en signe ouvertemen

Partie 2

Pour alléger un peu le systeme et si cela ne dérange personne, nous noterons désormais
I=]-R,R]

6. Soit « appartenant a /.
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> Six = 0, la convergence souhaitée ne mérite pas grand chose !

> Sizestnonnulona |z| €]0, R et comme a est située dans B(R), la question 5 est
formelle. La suite a appartient 2 A(|x|) et voila donc, en particulier, que la série

> fous”
n=0

converge et comme nous savons que toute série absolument convergente est convergente. .
7.a. Soit n appartenant a N. Il est plus que prudent de s’organiser un peu.

> Sin = 0, puisque 7 est donné strictement positif, r~1 est parfaitement sensé
I’inégalité voulue est donc plus que lumineuse.
ey

Qet

CORRIGE

> Sin > 1,nous nous intéressons a la fonction monéme u : ¢ — t™ quiest évide
de classe C! sur R et qui satisfait 2

vt € R, o (t) = nt" "t

Nous pouvons donc lui appliquer ’inégalité des accroissements finis
comme 1’on a I'inclusion

il s’avere que
vt € [z,

- ~
et il ne fait plus aucun
. xn‘ < TLTn_1|

b. 1l fautb dispositions de laq précédente et nous y ajoutons

et apres

Le réc loiaYa savoir

Em: an(®+h)" — Z anx”
n=0 n=0

inégalité qui, pour mieux se rapprocher du bout de la route, sera écrite

i an(x+h)" — i anx”
n=0 n=0

m
< 1Y nlag T,
n=0

< Ll ima |r"™ (%)
=~ r . n .
n—
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Au vu et au su des positions géographiques des deux réels x et z + h et si I’on en croit la
question 6, les deux séries

Zan(az—i-h)" et Zanm”

n=0 n=0

convergent, alors que la position stratégique de 7 et la question 5 font que a € A(r), et
qu’en particulier

Z nla,|r" converge également.

n=0

Le passage a la limite, quand m tend vers +oo dans la toute proche inégalité (), est
désormais légitime et il donne effectivement

(@fe)-1:1c] S

+o00
|fa(z +h) = falz)| < |r£| T;)n\anh“".

c. Soit x appartenant a [—r, 7] et soit h un réel tel que = + h appartienne encore a [—r Q
L’inégalité précédente et le squeezing process entrainant

Ja(z +h) R

c’est-a-dire la continuité de f, en z, et co
segment [—r, 7], la continuité de f, sur

ier est n’importe quel
s et déja acquise.

Faisons le point. Nous venons en rt chaque réel r

. Comme |z| < R, on peut ent insérer
st continue sur [—r, r: I’est @ fortiori sur
2 puisqu’il appartie‘ c

la fonction f, est continue

Soit maintenant x apparts
un réel r entre |z| et R,
Iouvert |—r,r[ et en p

8.a. Soit n appartenant
la série

“apres la question 5 appartient a A(p) et

Z"lan\pn

n=0

est tout particulierem e, ce qui, néce: se doit d’entralner

(nay) € B,

Maintenant que la suite (na,,) appartient a I’ensem a question 7.c, convenable-
ment adaptée & qui de droit, assure la continuité de g, sur |—p, p[ et par la technique
d’insertion utilisée a la fin de la méme question 7.c, elle I’est aussi sur /.

b. Soit n un entier naturel non nul. La fonction polynomiale S,, est indéniablement de
classe C* sur R et d’apres la formule d’Isaac Barrow, nous avons tour 2 tour

Vz € R, /0 "5 (e = [52(0)]] = 50(2) ~ $4(0) = Su(x) o,

w
=
g
=
=
4
=
(S,
)
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et cela est méme un petit peu plus que ce qui nous est demandé !

c. Soit n € N* et x a nouveau situé dans [—r,]. La question 8.a ayant révélée la
continuité de g, sur | — R, R[ et celle des polyndmes étant légendaire, I'intégrale

/O “(ga(t) — S(1)) dt

est parfaitement 1égitime et vu les définitions des uns et des autres on devrait avoir

’ HR k-1
[ @t -siwya= [ 3 bt

k=n+1

CORRIGE

La triangulation d’une intégrale exigeant un peu de prudence, nous nous un
peu.

> Si x est positif ou nul, nous avons déja

T +oo
/O(ga(t)f Z kajth?

> En revanche si = est iangle se transforme e

Mais, po ant a [0, x], la série
> gl
k>2n+1
absolument conve nous pouvons donc la trianguler(*) a

400
Z Elag|r*1,

k=n+1

quand les bornes le veulent bien, que nous nous réclamons de 1’inégalité

}/ (ga(t) =S, (t) dt' Z kagrt— 1/Ozdt,

(*) 11 est évidemment hors de question de trianguler les semi-convergentes, et pour cause...
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lorsque le réel z est positif ou nul et de sa cousine

+o0 0
Z kakrk_l/ dt,

k=n+1 z

\ [ o s;<t))dt' <

des lors que x est négatif. Il se trouve que les deux cas peuvent gentiment se recoller
puisque, a bien y regarder, nous avons in fine

Vo€ [-r1), ‘/Ow(ga(t)—sjl(t))dt‘ém io ka1,

k=n-+1

(@fe)-1:1c] S

et comme |z| < 7...

r Signalons que, dans 1’argumentation ci-dessus, il y a eu quelques nanos chouias de
linéarité — entrées et sorties de constantes — sur lesquels nous ne sommes pas sentis
obligés d’insister.

d. Soit a nouveau n € N* et z € [—r, r|. En linéarisant un peu, la question précéd;
révele que

(@]
[¢]
e
[=1
a
—_
()
o
(e}
a
=
=
a
e
[=1
a
172}
=2
]
=
S
3
[€
-
&
2
<
=

Nous permettons de rappe t depuis une belle lu

fa(-f),

ous savons que

et que, d’autre part, les
de limite nulle. Le pass
conduit alors tanquille

les séries converge: onde, sont des suites
quand n tend vers +00 da égalité précédente

€ espérée.
et soit — inserti un réel r vérifiant
2| < r <
c €]

d. Soit = appartenal

Il résulte de la question précédente appliquée a 17 que

A =at [ " ga(t)it,

et voila donc en définitive que

Ve e I, falz) =ap + /w ga(t)dt.
0
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Depuis la question a ci dessus, la fonction g, est continue sur I’intervalle I et d’apres le
théoreme de Darboux, la fonction

ac»—>/ ga(t)dt,
0

est I’une de ses primitives sur ’intervalle en question, tout comme d’ailleurs et constante
oblige, la copine

fa iz ap +/ ga(t)dt.
0

Les primitives d’une fonction continue sont assurément de classe C! et la dérivationsd’une
primitive est aussi désopilante que la quadrature du carré ! So...

I L’hypothese faite au début de cette deuxiéme partie est certes a € B(R).
y regarder, notre argumentation a uniquement reposé sur la propriété plu e
laquelle

vr €10, R, a€ A(r).

Nous aurons bientdt I’occasion de profiter de cet avantage !

9.a. Nous avons déja répondu a ce
lors de notre chapeau 0.c.

I A bien y regarder, en déc j i bagarre, et
en profitant de I’avanta; S ette huitieme
question peuvent se b appartienta A(r)
pour tout 7 €]0

Vk €N, classe C* sur I,

et que

+oo
VkeN, Veel o fPa)=nY (Z) ana™ k.

n==k

> Sik =0, il semble que ce soit fait depuis longtemps.
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> Supposons maintenant la propriété acquise pour un certain k& € N. Comme a
appartientdepuis longtemps a A(r) pour toutr € |0, R[,et vu que nous avons suffisamment
martelé qu’il en est de méme de la suite

n +— " a.
k mns

notre récente reformulation assure que la fonction fék) est de classe C! sur I et que

+00
veel,  (fPY@)=k Y (n_m(n)anwm),

k
n=k+1

(@fe)-1:1c] S

et comme il est anodin de se convaincre de

Vn>k+1, k!(nfk)C:) :(k+1)!<kil>,

il semble bien que I’affaire soit bouclée.

c. Soit n € N. On trouve sans probleme que

73

10.a. La parfaite connaissance des fficielles nous g

et il ne doit plus faire auc

b. Le serial geometer
si, x appartient a I’inte

e que si, et seulement

‘]_]i,l\[Q
f .

1
T

et que, par conséque
Vo € J,

ons de la question 9.b sont

s(x)
En outre et si 1’on en croit la question 4.5, toute
réunies si I’on choisit "
N

R=
et nous apprenons ainsi que
4o

Veeld, VekeN, kY (Z) xeank = £ ().
n==k
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Seulement voila, une treés classique récurrence de Cotonou met en lumiere que

EINF

k
veed vkeN, @) = g

ce qui, a quelques aménagement pres, ne peut que nous satisfaire.

I Le lecteur cultivé aura reconnu la fameuse formule du bindme négatif, malheureusement
disparue de nos programmes...

Partie 3

11. Nous signalons que I’hypothése (H) a, entre autres, la vertu d’entrainer que

b, —— 0
n—-+o00

I

puisque, si p est un réel strictement supérieur a 1, on a

Vn € N, by,

a. Soit N € N. Comme f, est ci Rest
strictement plus grand que 1, i i : aylor reste
intégral entre les bornes 1

b. Soit a
d’utiliser, e la positivité de | induit lumineusement la
croissanc la fonction f, ainsi ses dérivées successives, a

CgN-Q—l)(l)

14N o
< — — = .
0\/0 Nifa SN 1) b1

Oui mais voila, la fine remarque que nous avons faites dans le chapeau de la question 11
oblige

bnyr — 0,
N—+o00

et par squeeze...
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c. Quand on fait la synthese de ce qui s’est passé lors des deux précédentes questions,
on ne peut passer a coté de

N
> (=1)"b, —— fa(0) = ao,

p=0

puisqu’une suite ouvertement bornée, en I’occurrence N + (—1)V*! ne peut pas
vraiment changer le cours de I’histoire d’une tendance vers zéro...

11 ne reste plus qu’a ne pas avoir occulté ce que sont une série convergente et sa somme.

12.a. 11 est infiniment possible d’appliquer la question 11.a a la fonction fés) en lieu et
place de f, et nous n’avons plus rien a ajouter. V

b. Soit N € N. Nous avons déja signalé la croissance sur [0, R de féNJrsH) grice a

laquelle
vEe0.1, 0 SN < ST (),

et avec exactement la méme argumentation qu’a la question 11.b, il semble bien que
ce qui ne peut que nous séduire, puisqu’ ¢ Q
et qu’un nombre positif es olue... L

c. C’est déja une consé ¢se (H) qui nous r%

! pN +s+1 0 (1)

n—-+o00

(@fe)-1:1c] S

A coté de cela, comme

VN €

on déduit d’un classique équivalent polynomial

(N +s+1)! 1 1 N¢
(N £ Db pNtstl N oo pstl N’

ce qui peut également s’€crire

(N+s+1)! 1 1 N®
(N+1)1  pNtstl N-"foo pitl eNinp’
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Etant donné que In p est un réel strictement positif, c’est encore via une de ces sacrées
prépondérances classiques que nous pouvons, in fine, revendiquer
(N+s+1)! 1

(N +1)! ' PNFSHT N oo 0. 2)

L’encadrement de la question précédente et la conjonction des limites (1) et (2)
déclenchent alors un énorme squeeze qui nous permet d’envisager la suite.

d. C’est exactement comme a la question 11. Nous clamons cette fois et sans a
explication que la série

CORRIGE

+s
Sy 0
p=0 r
converge et que
+oo C(lp+s) (1)
> (1 = 1), Q!
p=0
et comme d’une part et lumineusement

(p+s)
o 1
Vp e N, ()

p!

et que d’autre part et selo

nous pouvons

etdonc n’importe quelréel p > 1 pe et pourquoi pas la constante de Kaprekar
p=6174.

c. Soit s appartenant a [0, d]. D apres ce que nous venons d’apprendre et la toute proche

question 12.d, nous avons
+o0 n
o S ()
n=s

w
=
o
=
=
4
—
9]
)
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et comme pour n > d > s, nous savons que b, = 0...
Partie 4

14.a. Loi de probabilité discréte oblige, nous savons que la série ) a,, converge et a
d’ailleurs 1 pour somme. Une certaine condition nécessaire de convergence oblige alors

a, —— 0 ie. ac B(1).
n—-+4o00

b. Nous proposons tout bétement i = 1 et la partie 2 se charge du reste.

15.a. Soit t € R. La série exponentielle officielle

tn
>

n=0

est convergente et a pour somme e’. I1 s’ensuit & quelque constante prés que G x (¢) exi
et vaut e/~ et si I’on résume, la fonction G x est déja définie sur R tout entier et 1’0

b. 1l est officiellement reco.

(@fe)-1:1c] S

et comme I’hypothése (
pas cette fois avec Kapr
La formule de réciprocii

plaisantons
alorsn € N.

posons plus sérieuse
n 12.d stipule que

la derniere égalité p ] et d’un picochouia de

a telle enseigne que X suit la loi de Poisson de parametre 1.
16.a. On trouve immédiatement que

n

Yn €N, an = pq".

SCIENTIFIQUE
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En outre, comme pour tout ¢ réel, la série géométrique

> (a)"

n=0

qt] < 1,1a fonction G'x est déja définie sur I’ouvert

J=al
q 9

puisque I’appartenance de p a I’ouvert |0, 1] induit en particulier la stricte positivité
Le serial geometer affirmant autoritairement que

11 p

vie]-—o[ Gx(t) = ;
749 2 IT—qt
i

ne converge que si, et seulement si,

CORRIGE

la classe C*° de G'x — fonction rationnelle — est au rendez-vou a une

récurrence de Cotonou que 1’on parvient a
11 »q°
Vte]——s—[ GW(t) =

1l y a maintenant plusieurs domaine de
définition de la fonctio: cvidente 0 < ¢ < 1,
mais on peut égale i

e déduire manuelle

.b et cela étan 1
P = (2
Yo=(7

t. Maintenant que
s également

ou de souris(*), de considérer un réel p

vérifiant P
p<-
q
Un tel choix réalisant la providentielle
0< <y,
p

(*) On parle parfois de stratégie d’insertion.

w
=
o
=
=
4
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)

nous avons bien

bpp" —— 0,
n—-+oo

chronique d’une hypothése (H) attendue. Soit encore une fois n € N. Comme ’on ne
change pas une équipe qui gagne, nous ressortons encore une fois la 12.d qui révele cette

fois que
w6 -G EG T

la derniere égalité reposant sur une habile mise en facteur. C’est alors que dans la sublime
formule du bindme négatif obtenue lors de I’exemple 10.b que nous choisissons A = 1 et

(@fe)-1:1c] S

et ce dernier étant assurément situé dans 1’ouvert |—1, 1[, nous récupérons immédiate

n —(n+1)
= (4
p p

le calcul final ne présentant pas vraiment d’

degHy = s.
ure a Poly et formée de polyn non nuls dont
(*). 11 s’agit donc déja amille libre de Pol,.
rd+ 1 et que ce derni€rest p: ent la dimension

e théoréme de carac; des bases en dimension

17.a. Il est indéniable que

La famille en questio
les degrés sont deux
Comme elle esten o
de Pol,, la conclus
finie.

I Le lecteur awar ar repéré les fam es de Gregory-Newton.

omposition x — P(z + 1)
u égal a d et il en est donc de

est également polynomiale de degré ouverte
méme de la fonction

z— Plz+1) -

Notre opérateur A applique done bien Pol,; dans lui-méme.

> Soit P et () deux polynomes de degré inférieur ou égal a d et soit A un nombre réel.

On fait outragement tout un foin de I’échelonnement en degrés ! Il est cependant indéniable que les familles échelonnées

représentent une infime part de la caste des familles de polyndmes non nuls a degrés différents...
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Soit z € R. C’est tout bétement les définitions des opérations sur les fonctions qui
1égitiment 1’égalité suivante

(P+AQ)(z+1) — (P+AQ)(z) = P(z + 1) + AQ(z + 1) — P(x) — \Q(x),
qui sera mieux disposée en 1"écrivant

(P+AQ)(z+1) = (P+AQ)(z) = Plx+ 1) — P(z) + A(Q(z + 1) — Q(z)),
puisqu’elle s”écrit alors exactement

AP +2Q)(z) = (A(P) + AA(Q)) (x),

CORRIGE

et comme cela est d’actualité pour tous les x € R...

I Le lecteur cultivé aura stirement reconnu le célebre opérateur A de Grego

c. I n’y a aucune difficulté dans cette question et nous insistons a nouv oint

important. Parmi les polydmes de Gregory-Newton, il n’y a qu’un, en Aiec Hy,
qui ne s’annule pas en 0.

d. Nous commengons par doper, via tille récurrence finie, | signs de la
précédente. Nous laissons en effet e vérifier q

Hy,—
0 k.

ase de Gregory-Newton il existe une famille
o adb

Soit alors P
de scalaires

telle que

Soit alor: .d].

le bout du bout reposant sur une s
en 0, a tenir compte de la remarque q
débarquer sur

avons faite a la fin de la précédente, pour

A*(P)(0) = as,

et nous avons donc effectivement

d
P =Y A*(P)(0)Hs,.

s=0
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I Dans la littérature, cette belle égalité s’appelle « formule de Gregory-Newton ».

e. Soit k appartenant a [0, d]. I1 suffit, en toute 1égitimité, d’appliquer la belle formule
de Gregory-Newton au mondme ey, qui est de degré k, puis d’évaluer en chaque entier
naturel 7 € N.

f. Soit une derniére fois k € [0,d]. La variable X* ne prenant qu’un nombre fini de
valeurs est tout a fait en droit d’espérer et nous avons

d d d

E(XF) = anan = Z ZAS(ek)(O)HS(n)an

n=0 n=0 s=0

(@fe)-1:1c] S

la derniere égalité profitant tranquillement de la question précédente. Inversons alors les
sommations, ce qui nous permet de découvrir 1’égalité

d d

E(XY) = 3 A%e)(0) Y Ha(n)an,

s=0 n=0

et il suffit d’écarquiller un peu les mirettes pour accepter que, pour tout s € [0, d]
tour a tour

puisque, dans la présente situatio:

g. Grace a la toute ré
lorsque (s, k) € [0,2]2,

es A%(ey)

d’ot il ressort immédi

La magique formule d’inversion de la question 13.
calculs, que

ors, apres quelques mievres

_1 . _1 . _1
G=goiia=g ;5 a=

a telle enseigne que X suit la loi binomiale

B(2,1/2).
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