CORRIGE

Par Jean-Louis Roque, external lecturer a ESSEC Business School
(jlroqgue@me.com).

Nous signalons que la définition de I’extrémalité d’un point a peut étre simplifiée en
T+
Y(z,y) € A2, Ty:a = =y,
et nous ne 1’oublirons pas. Une autre chose, comme nous allons le rencontrer m:
fois, nous noterons J le segment [0, 1].
Partie 0

1. Soit @ un élément de I’ouvert |0, 1[. Le plus simple est de faire un dessin et T

deux cas.
> Si0 < a<1/2,les réels
a

appartiennent ouverteme

m
o
1
18
o]

O

=a
parce que nt manifestement trés différe oint ¢ n’est donc
pas extre
> Sil cede mutatis mutandis mais tte fois
1—a —
r=a——— et

rile nsi del

et el

2. Soit a appartenant cette fois au fermé J et organisons-nous naturellement.

> Sia appartient a I'ouvert |0, 1], grice aux mémes acolytes

u n n
= Cor—a—d = =z,
0 n o, r=a 5 y=a-+ 2
E qui ont permis au migraineux de réussir la question 1, le point a n’est pas extremal.
|: > Sia = 0,etsix ety sontdeux éléments de J vérifiant
4
T
W #:0, ie. x+y=0,
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le fieffé argument des sommes nulles de réels positifs ou nuls oblige x = y = 0 et 0 est
bel et bien extremal.

> Sia =1,etsix ety sontdeux éléments de [0, 1] vérifiant

m+y:

5 1, ie. (1—2)+(1—-y)=0,

le méme fieffé¢ impose x = y = 1, et nous pouvons envisager la suite.
Partie 1

11 suffit de bien ouvrir les mirettes pour constater que les matrices appartenant a A, sont
exactement les matrices (2, 2) réelles, dont les entrées sont positives ou nulles et telles que
la somme des éléments de chaque ligne et de chaque colonne est égal a 1. Ces matrices
sont appelées matrices bitochasiques d’ordre 2 et elles seront généralisées a 1’ordre n un
petit peu plus loin.

Les matrices bistochastiques jouent un grand rdle en mathématique et tout particulierement
en calcul des probabilités.

3.a. No comment !

I Cette derniere et triviale égalité a cependant
est I’ensemble des combinaisons convexes

qui s’appelle « segment » d’
notionde segmentd’unes ans |’ancien progr:
il y a toujours de 1’érosi

b. Simple formalit 3 appartiennent a J, ona mentalemen
et il en résulte au.
(mp)

jolie précision en aurons 1’utilité.

anu militari,de n’autoriser
un élément de J. Nous

" Nous insisto
la notation
saurons ne p:

a la condition sine qua no,
e perdre de vue.

c. Soit o appartenant au segment [0, 1]. Nou

det M, = 20 — 1,

(*) On appelle ainsi les importantes combinaisons linéaires a coefficients positifs de somme 1.
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et par conséquent

1
M, inversible << «# 5

Supposons désormais que la matrice M, soit inversible. D’apres I’ incontournable formule
des cofacteurs nous revendiquons

1 1 [ o a—1 oz—lJ

«
M= =Y g
“ " 2a-1la-1 o« } 2012 201

et il faut alors s’organiser un peu.

> Si « vérifie

CORRIGE

1
0<a< =
)
ona 1
(6% a —
2a71<0 et 2a71>0'

Ces signes contraires nous font oublier lacombinaison convexe et M ! n’daticupécha
d’appartenir a A,.

> Si a est maintenant tel que

<a<l,

c’est mutatis mutandis ue M, n’appartient

> Sia=0,on

=.Je A,
> Sia
Mgl =1y € As.
inversible, on a I’équivalence
Mitedy & «a

par deux utiles observations. e o est un élément de J, nous

uivalences logiques,
S« J & a=0.
Te.
J que

= Iy,
ce qui, depuis quelques lignes, s’écrit également

Moss = I.
2

L
=)
g
-
=
2
o
o
0p
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La premiére des anodines conduit alors a

et d’apres I’extrémale question 2, il advient que o« = (3, ¢’est-a-dire
M, = Mg,

chronique d’une extrémalitude annoncée !
> Si maintenant nos deux comperes vérifient

Ma—l-Mg -

J ie. Maysg = J,
2 =

la seconde anodine amene cette fois et facilement a

a—i—ﬁ:

2 0

et I’extrémale...

b. Vu I'idyllique position de «, les rée
est donc sous contrdle — et comme
property garantit qu’effectivemen

partiennent docilement a
mps J = My, la génia

Q

tenu de notre

Signalons maintenant
toute premiere mise aj

n sait que M, # J et,

c. On procede bie ndis en ayant pris cett ing justifier
soigneusement 1’éga

Nous laissons au le se charger de I'i

" Nous prenons le r sur le résultat de Jarc ion 3.c qui mérite un
peu de considérati des résultats de ce >me question, nous y avons
appris que les m: nt inversibles e appartient encore a As
sont précisémen

5.a. Soit A un nombre réel. Nous avons
det(J— Ap) = A% — 1,
et il en ressort trés tranquillement que déja

SpecJ ={-1,1}.
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C’est ensuite dans la méme sérénité que notre dévoué lecteur trouvera

1

-1

E_1(J) = Vect { 1

} et EﬂJ):Vect{l].

I Nous laissons au lecteur malin le soin de découvrir au moins deux raisons menant a la
diagonalisabilité de J.

b. C’est a la surprise générale que nous proposons

11
p-[4)

puisque les pros de la diagonalisation savent depuis peu qu’elle est inversible et q

CORRIGE

1 o
P JP—{O 1},

Si maintenant « est un élément de notre vénéré J, nous avons tour a tou

éniale matrice P ne dépend
ices M. On dit que ces
‘ment diagonalisables.

ppe a cet endroit, mais
emi-ouvert [0, 1[. D’apres
lables et par conséquent

ceq ement, sur résum
—1)(a—1)=0.

comme nous avons manu milit
convenable en I’occurrence u /5.

I’affaire, il ne reste qu’un projecteur

Partie 2
6. Comme il est dit que A est non vide il existe au moins un élément z € A et

0=llz—z]|

L
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g
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=
2
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est un figurant de I’ensemble en question qui n’est donc pas vide. Soit maintenant v et w
appartenant 2 A. Selon I’inégalité du triangle, nous avons

llo —w| < ol + [lwl]] < 2R,
et notre ensemble est donc majoré par 2. L’existence de sa borne supérieure repose sur
le fantastique — mais délicat, admis méme ! — théoréme de la borne supérieure.

7. Uhypothése (H) fait que pour une fois — nous en verrons d’autres infra — 1’on a
carrément
0(A) = max |u—ovl,
(u,v)€A2?
puisque 1’on doit — on ’on devrait! — savoir qu’un supremum atteint s’appelle un
maximum.

a. Selon I’inégalité du triangle et notre récente supposition nous avons simplement et
tour a tour

26(A) = 2lla = bl| = [l = b+ d = b]| < [le = bl + [|d = bl| < 25(A),

la derniere inégalité procédant de ce qu’un suprem
découverte est grosso modo la premiére chose
encadrement pour le moins serré que

ant tout un majorant et n
ée. On déduit

(6 (A) —|le—b
et quand une somme de nombre; estnulle...

I Pardonnez-nous si nous
simplement de conclure
la médiane qui, pour ¢

ar la formule du parallélogra
%, peut efficaceme

1
On y choisit alors

et d’apres ce qui pr

L’histoire se term
Partie 3

Pour une matrice rectangulaire R quelconque de
les dispositions suivantes :

D), il est pratique d’adopter

> pour chaque entier ¢ € [1,m], on note

6G(R) =Y Ry,

Jj=1
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qui n’est autre que la somme des éléments de la ligne 7 ;

> pour chaque entier j € [1, p], on note
m
¢(R) = Ry,
i=1

qui n’est autre que la somme des éléments de la colonne j.

11 est absolument évident que les différentes applications ¢; et ¢; sont des formes linéaires
sur I’espace vectoriel M, ,,(K) et nous utiliserons librement cet état de choses.

L’ensemble A,, des matrices bistochastiques d’ordre n est ainsi exactement 1’ense
des matrices M appartenant a E, dont les entrées sont toutes positives ou nulles et

lesquelles
= (M
ositives ou nulles ;
linéarité de ¢; oblige
D m— =1;
€ [1,n], la linéarité deSo
/

CORRIGE

o
—
s
Il
&
=
s
Il

ce =Ly (M) = 1 (M) = (M) = -

Nous pouvons alors attaquer 1’affaire.

8.a. Nous y allons en deux temps et

> En ce qui concerne

nous observons que

M+M’):cj(M) _1

2 2

s sont manifeste ;
pour chaque entier i € s tr oseur sait bien que
4 ) ;

> pour chaque entier j € [1, n], on a également
G(MT) = 4;(M) =1,

et tout le monde est ravi.

L
=)
g
-
=
2
o
o
0p
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b. Les adeptes du produit matriciel d’Arthur Cayley ne pouvant s’opposer a

£,(M)

(M)
MXO = . )

)

I’égalité souhaitée est lumineuse. Nous nous permettons d’ajouter que, compte tenu de la
précédente, nous avons a 1’avenant

M"Xo = X,.

c. Nous nous appuyons a nouveau sur 1’opération du roi Arthur selon laquelle
(M)
Xo = M:M) et M'X,
(M)
et nos mirettes font le reste.

d. C’est encore une valse !

> Soit ¢ et j appartenant a

et la positivité des ent

> Soiti € [1,n].

on réverse a la pa

la derniere égalité procédant, du bout de la lorgnette, de Tanon dépendance de j des M;y,.
Le physio est alors mis a contribution. Il trahit que pour chaque entier k € [1,n] on a

> My =M =1,

Jj=1
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et il poursuit dans la foulée avec

> Mg = 6i(M) =1.
k=1

Voila donc en bref que
L;(MM') =1,
et ¢’est une excellente chose.

> Soit pour finir j € [1, n]. On démontre mutatis mutandis que

CORRIGE

¢(MM') =1,

et nous pouvons changer de question.

9.a. Apres avoir ingurgité une énorme dose d’antalgique, nous sommes pazye

er. En conséquence
deOoudel;

> Soit maintenant j € [1, n], nous avons cette fois

Cj (Mo) = Z 6ia(j)a
i=1

L
=)
g
-
=
2
o
o
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et il ne reste délicieusement que
¢(Mo) = do(j)0(5) = 1.

La matrice M, est donc bien bistochastique. Poursuivons.

Soit i et j appartenant & [1, n]. Nous savons par définition que
T
(Mg)i5 = (Ms)ji = b0,
et par une simple pirouette bijective, il est tres facile de relever que
Ojo(i) = Oig=1(j);
vu que
j=o() & i=a""(j).
Nous proposons donc 7 = ¢!, et tout le monde est aux anges.

c. La premiere partie de la question n’est qu’u
matriciellement par
My M,

La puissante et récente question a pe

et une officielle nouveau s
ainsi que 1’égalité

d. Soito € S,,. No

et compte tenu de ¢

chronique d’une
e. Le « exactement » impose une gestion de

> Soit a nouveau o € S,,. Symbole de Konecke ous avons déja apercu que
chaque ligne et chaque colonne de M, contiennent une fois le réel 1 et n — 1 fois le réel 0.

> Considérons maintenant et réciproquement une matrice M de M,,(R) possédant
cette propriété. Soit j appartenant a [1, n]. Nous définissons alors o(j) comme étant la
« latitude » de I’'unique 1 de la j%" colonne de M. Nous insistons sur le fait que chaque
colonne de M ayant un et un seul 1,0 estune genuine application de [1, n] dans lui-méme.
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Nous allons maintenant montrer que o est injective. Si par 1’absurde elle ne 1’est pas, il
existe, dans [1, n] deux entiers différents i et j tels que

(i) = a(j)

et grice a la définition « latitudinale » de o cela signifie que la ligne de numéro o (i)
contient au moins deux « 1 » dont un est situé en longitude ¢ et I’autre en longitude j. Cela
fait évidemment désordre et o est bel et bien injective. On rappelle alors un important
résultat de la théorie des ensembles finis.

FINITUDE ET BIJECTIVITE

Soit £ un ensemble fini et f une application de £ dans lui-méme. On a alor.
équivalences logiques
f injective <& f surjective & f bijective.

Notre application ¢ est donc dorénavant une permutation de [1,n] et sa
latitudinale fait précisément que

CORRIGE

n

Vi € [1,n],

Autant dire alors que

ce qui nous permet de

toutes les matrices de A,, sont
aloir que 0 ou 1, selon I’éternelle

Autant dire alors que A = B chr uvelle extrémalité annoncée.

11.a. Un composée de deux permutatio '\ est bien slr encore un élément de 5,, et
il s’ensuit déja que ¢, est donc une application de .S,, dans lui-méme. Considérons alors
manu militari 1) o + 7~ o a. C’est pour la méme raison une application de S,, dans
lui-méme et c’est tres mentalement qu’elle vérifie

prov = oy, =1Ids, .
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Nul ne peut alors ignorer que cela entraine la bijectivité de ¢ .

La composition ayant de grandes vertus distributives nous avons maintenant
1 1
f‘rop:m Z frofa:m Z froo
oESh ocES,
la toute derniére égalité reposant la récente 9.c. Le changement d’« indice »
o =r1o00
et la toute récente bijectivité font alors et trés lumineusement que
1 1
ol Z froazm Z for =p,
oSy o'€Sn

a telle enseigne qu’effectivement
frop=p.

b. Toujours pour de distributives raisons, il ne fai
ce qui d’apres la précédente, se tr:

le texte ayant aimable
d. L’égalité ensemb

> Supposons que

Sm fcr(x) =,

la définition de p et cardinal font sans cri

plr) =z,

ce qui, vague his

N

ienne a I’image de p et
n projecteur et I’ensemble
,en I’occurrence f, op = p,

> Supposons
annongons o € S,,. Les liens indestructibles ent:
de ses points fixes font que p fixe x et la récente égali
nous amene au point x a

fo(z) ==z
et tout le monde est charmé.

d. Nous procédons a nouveau en deux temps.
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> Soit o € 5, grice a la linéarité et a la définition de f,, nous avons
n n

folmo) = foler) =Y ey,

i=1 1

i=

et comme o n’est quune permutation des entiers de [1, n]), nous avons également

fg (xo) = ZX9.
Ainsi et depuis quelques secondes, x( appartient a [m p et par conséquent

Vectzy C Imp.

CORRIGE

> Supposons, réciproquement, que x soit un élément de Im p. Comme il es
élément de R™ et qu’une certaine base canonique traine dans le passage, i
scalaires a1, ..., a, tels que

Soit alors j appartenant a [2, n]
dire la permutation qui écha
sans conteste

s alors

les termes sa cac ¢ P re. Comme

par le méme argument de changeme
que

que celui développé supra nous avangons
P =P

La matrice / est donc désormais symétrique réelle et ¢’est assurément la matrice de p dans
notre base canonique qui est officiellement orthonormale. L' importante caractérisation
matricielle de la symétrie fait alors que p est un endomorphisme symétrique de R" et le

L
=)
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=
2
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lecteur aware siat bien que les projecteurs symétriques sont exactement les projecteurs
orthogonaux. On avance, on avance !

Quand on sait ce sur quoi les projecteurs projettent, on doit deviner, depuis le récent d,
que p est le projecteur orthogonal sur Vect z, et c’est ici que nous allons apprécier une
nouveauté officielle que 1’on pourrait appeler « matrices de projecteurs orthogonaux et
bases orthonormales ». Dans ce qui suit, nous appliquons tout simplement un protocole
de cours auquel le lecteur dubitatif est chargé de se reporter. Nous le déroulons par étapes.

> Une base orthonormale de Vect z( est bien évidemment constituée du seul vecteur

Zo
U= —"

vn
> Le vecteur colonne associé a ce dernier dans la base canonique est tranquillement

)
-

la colonne X ayant été croisée lors de la huitieme question.

U

> Il faut alors officiellement savoir que
P=

et I’on en déduit de memoria que

ou J,, est la retentissante

f- Mis a part, pour ce
sera a jamais no comm

12.a. Le produit MT-
lui et, via I’éternelle fi

tr(M"-

la derniere égalité

b. En prenant ju.
et nous allons no

> La précédente question montre déja que (
dans R.

> Vu la toute proche égalité (1), la symétrie de ( | )

> Soit M un élément de FE fixé. La lin€arité de
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découle trés naturellement de celle de la sommation.

> Soit M une matrice non nulle de E. Toujours grice a la trés pratique formule (1),

nous avons :
(M| M)=3"> M
i=1j=1

I s’agit d’'une somme de réels positifs non tous nuls et nous ne craignons donc pas
d’affirmer que :

(M |M)>0

I This scalar product s’appelle produit scalaire de Schur-Hilbert-Schmidt. D’aucu,
qualifient également de produit scalaire canonique sur M,,(R). La raison en est q
nous rangeons dans une seule et méme colonne les n? éléments d’une matric
réelle d’ordre n, la formule (1) stipule que ( | ) n’est rien d’autre que le prod
canonique sur R™” et cela aurait d’ailleurs pu constituer une preuve pour le
de la présente question...

CORRIGE

I Précisons, juste pour enfoncer le clou que nous avons le choix entre
(M| N)=tr(M

ainsi qu’entre

et nous optons ici pour la so s entrées, a telle enseigne que

1Mo — M5 = 4(a = ).

(*) On aurait pu, tout aussi bien, passer également par la somme des carrés des entrées conformément a la remarque précédente.
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Apres avoir échappé au piege le plus sournois de la fin du college(*), nous terminons
notre calcul en beauté sur
[ Mo — Mplly = 2|a — f].

Comme il ne fait aucun doute que
-1<a-p<1,

il s’avere que | — ] < 1, et 1 majore déja I’ensemble

{la =81 | (a.8) € 7%},

et a simplement regarder la situation o = 1 et § = 0, ce majorant est atteint et tout le
monde sait qu’un majorant atteint est un maximum. Bref

M, — Mpg||, =2,
max, [ 8lly

ce qui devrait s’écrire

0(Ag) =2.
I Le sup du diametre qui généralement n’est q
et cela vaut bien la peine d’étre souligné.

e. Nous avons déja signalé que
I’omniprésent J et par conséque
sorte que

Seulement voila, le

et nous passons a

f. Soit M et
apparait déja qu

appartenant a A,,. D’apres la d’Al Kashi, il

15 = 13115 — 2 (

La positivité s fameuses entrées révélant

n

(M|N)=%"

i—1 j=1

Le piege le plus redoutable — et redouté — de la classe de troisieme. Combien de potaches ont foiré leur brevet des colleges

pour avoir naivement cru que, pour z réel, Va2 = x alors qu'en réalité vVz2 = |z| ?

SCIENTIFIQUE

ANNALES CCIR 2017-2018 1 171

https://vertuprepas.com/


https://vertuprepas.com/

nous déduisons que
1M = N3 < M3+ INT3,

et ¢’est ainsi griace a la précédente que

M —N|2 < 2n.

Il reste alors a prendre les carrés par la racine...

g. Soit 7 un élément de S,, quelconque pour I’instant. Nous avons déja été informés de

(Mg | M) =D 61007 2),

i=1 j=1

CORRIGE

et il suffit de mettre en place une permutation 7 telle que
Vi e [1,n], 7(1) # o (i),

pour exiger la victoire ! Le lecteur assidu vérifiera aisément que la shifte

Vi € [1,n],

fait farpaitement 1’ affai

h. Larécente
I’ensemble

persuader que le st un‘majorant de

N, | (M,N) e A7}

choisissons 7 comme i
ore, ous avons

it dans la question précédente.

sant sur la toute proch
., M) qui appartie

re majorant supra est donc
epuis une certaine question 9.b.

la remarque concernant les acolytes étant encore une fois d’actualité. Notons

pour finir qu’il est écrit que
6(An) = ”Ma - M7.||2,

et qu’une tres vieille question,en I’occurrence la 7, stipule alors que M., est extrémal. Nous
retrouvons ainsi, par une bien jolie méthode, I’extrémalité des matrices de permutation.
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13.a. 11 suffit d’observer visuellement que

F, = (ﬁ Ke‘réi) n ( ﬁ Kercj),
i=1 j=1

et de ne pas avoir égaré qu’une intersection de sous-espaces vectoriel...

b. Nous mettons en place ici une notion qui va nous étre utile par la suite. Soit A une
matrice carrée d’ordre n — 1. On souhaite la border par une colonne de hauteur n et une
ligne de largeur n pour obtenir une matrice (n,n) « genre »

n—1
Vie[l,bn—=1], Bin=-> Ay et Vj

j=1

e, en 1’occurrence B,,,,,
ble une légere angoisse

en priant, cependant pour que le gugus e
trop dans le mood ! On peut avoir en e
a deux contraintes a repecter qui s

n—1

nn — _Zanv

Jj=1

et qui n’ont pas intéré s | Seulement voila, la chan écidément

de notre coté puisque

n—1 n—1ln—1

By =

La matrice B sera

scalaire — sur les matrices.

> Définissons alors W sur M,,_ (R) par
VA € My=1(R), U(A) = bord(A).

Nous nous sommes décarcassés pour que ¥ applique M,,_1 (R) dan F,, et sa linéarité ne
mérite pas beaucoup plus d’égards que celle de sa cousine P.
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> Ensuite et parce que nous avons tout fait pour — on borde, on déborde ! — il est
manifeste que
Pod = Ian et Vod = IdMn—l(R)7

chronique d’une bijectivité — et donc d’une isomorphie — totalement annoncées.

Lorsque deux espaces vectoriels sont isomorphes ils ont la méme dimension et quand I’on
connait parfaitement ses classiques on doit asséner

dimF, = (n— 1)

14.a. A trés bien y regarder, la premidre partie a révélé que les points extrémaux d
sont exactement
10 0 1
I = [0 1} et J= [1 0],

qui sont d’authentiques matrices de permutation.

CORRIGE

b. Nous nous permettons une remarque liminaire a propos de ces matric
appelées aussi « unités matricielles » du format (n,n). Il est bien connu
une base de M, (R) appelée d’ailleurs canonique et que

éme
11 Tm

En outre, parce que

us en déduisons que

ant retourner a nos m

en somme directe et 1’on aurait
n) < dimM,(R),

I’inégalité procédant de I'inconto éoreme du sous-espace. Seulement voila, étant
donné notre liminaire remarque

dimH +dimF, =2n+ (n—-12=n?+1

ce qui dépasse un peu trop la dimension n? de notre cher M, (R)...

c. La question est un peu sévere !
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> On commence par noter que, vu la linéarité des ¢; et autres c;, on a pour n’importe
quelle valeur de ¢ et n’importe quelle valeur de 7 et j,

él(Qt) =1 et cj(Qt) =1,

puisque M appartienta A,, et que IV se pavane dans F},. Ce ne sont donc pas les sommes
ad hoc égales a 1 qui posent probléeme pour I’appartenance de @), a A,, et ¢’est donc la
positivité des (Q¢);; qui est au ceeur du débat que nous allons animer sur-le-champ.

> Les origines de la matrice /N font aussi qu’elle est non nulle et qu’il existe des
scalaires o, . . . , iy, tels que

2n

N= E akEikjkv
k=1

et pour virer les « 0 » inutiles et indésirables nous pouvons a loisir considérer 1I’ensemble
ouvertement non vide
K={ke[l,2n] | ax#0},

a telle enseigne que, pour n’importe quelle valeur di

Q=M+t

Ilestalors temps de s’ organiser un p
unités matricielles. Soit (4, j) u

> Si(4, ) n’estpas ouk € K,ilestabsol neux
que

dont la positivité large r depuis la genese !

> En revanch ) est I'un des (i, ji) e ion, o

Lok Mikjk +toy,
en ayant rappelé, m; dive et parce qu’il faut toujou ocher, que

iwje > 0 et ag

xe et anodin.

Voici alors un ge
UN LEMME TA

Soit a un réel
Uimplication

rictement positif, b un réel réel quelconque. On a

et
|t|<% = a+tb>

Pour gérer parfaitement les nombreux & en question, nous proposons

€ = min —kx
keK |Oék|

SCIENTIFIQUE

ANNALES CCIR 2017-2018 1 175

https://vertuprepas.com/


https://vertuprepas.com/

qui est un authentique réel strictement positif et, minimum oblige, si [¢| < ¢, le lemme
taquin nous garantit toutes les positivités espérées !

" Nous vous avions prévenu...

d. Choisissons, parce qu’il y a la place, un réel ¢ non nul dans 1’ouvert |—¢, €[. Son
compere —t appartient également a cet ouvert et les matrices @; et (Q_; sont donc déja
dans A,,. Nous avons en outre et trivialement

_ Qi+ Q-
B 2

M

alors que les matrices @, et ()_; sont différentes puisque ¢ et N sont non nuls.

Pour une extrémale, cela est une énaurme contradiction !

CORRIGE

e. Supposons par 1’absurde que foutes les colonnes aient au moins deux te
nuls. A bien y compter, cela en ferait au moins 2n dans le carré, ce qui est défi

On découpe H' et K’ en blocs de quatre suivant le patron de la découpe de la matrice M’
et leurs nouvelles écritures ont alors le genre

[

K= K, K
Hs Hy ’

Ks Ky

L
=)
g
-
=
2
o
o
0p

176 1 ANNALES CCIR 2017-2018

ps://vertuprepas.com/

978-2-7590-3637-0_Annales-HEC-2017_BAT.indd 176 13/10/2017 11:34


https://vertuprepas.com/

978-2-7590-3637-0_Annales-HEC-2017_BAT.indd 177 13/10/2017 11:34

On leur fait naturellement correspondre les matrices

_ 0 _ _ 0 :
H,y : Hy K : Ko
0 0
H=10 0 0 0 et K=1|0 0 1 0 01,
0
Hj : Hy K3 : Ky
L 0 i L 0 i

qui, a la surprise générale, et les yeux dans les clous, appartiennent a A,, et vérifient
aisément

H+ K
M = T
2
Comme M est par essence extrémale, on déduit que H = K, etil en résulte dans la foulée
que
H =K'

h. L’hypothese de récurrence stipule que M’ e
la question 9.e elle ne présente ainsi sur cha
autres éléments étant nuls. Les liens étroit
via

font alors et de visu, sollicitée

une derniere fois.

I Nous avons ainsi
les matrices de per
Birkhoff et date d

tabli que les points ext
bre résultat est di au

ont, exactement,
éricain Garrett
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