CORRIGE

Par Jean-Louis Roque, professeur au lycée Pasteur a Neuilly-sur-Seine, et external
lecturer a ESSEC Business School.

Soit £k € N. C’est un peu vexant — voire déshonorant! — de donner a C’“([O, 1], ]R)
le simple titre d’ensemble alors qu’il est en réalité beaucoup plus que cela. Il s’agit en ESSEC

effet d’un espace vectoriel réel, sous-espace vectoriel de I’espace RI*! de toutes les
applications de [0, 1] dans R et sur une carte de visite cela change tout.

En outre, ces sous-espaces sont, un peu comme les poupées russes, emboités les uns dans
les autres en ce sens que

VkeN  c*([0,1],R) c ¢*([0,1],R)

ces inclusions étant d’ailleurs strictes comme le rappelle la culture de classe que,
posséder tout un chacun. Nous ne le répéterons plus !

Introduction

1.a. Nous allons naturellement utiliser la méthode du plengement. I est bien ¢
dans cette perspective plus on zoome, moinsil y a de travail et ¢est 1a raison
et si cela ne dérange personne bien siir,fious allons plutdt établir que F
espace vectoriel de C?([0, 1], R). Here we go !

— Le plongement
F(q) c c([0.1],R)

semble faire partie de la définition du left hand side, alors que le righ R-espace
vectoriel puisque nous venons a I'instant de le mettre en avant,

— La fonction nulle appartient ouvertement a F'(g) et ce der
du vide.

’a donc plus peur

— Soit f et g deux €léments de F'(¢) et A un nombregéel. La ¢ de la dérivation
seconde assurant que

(f+2g)" =f"+A

c’est alors sans aucune difficulté que 1’on parvie

(f+Xg)" =

[0,1],R) et comme disent les
e tel est le bon vouloir du texte.

et F'(q) est définitivement un sous-espace
poupées russes, il I'est a fortiori de C° ([0, 1],

b. Nous devons impérativement nous organiser en deux temps.

— Soit f une fonction continue sur le segment [0, 1] et ¢ un élément de ce dernier. Au
vu et au su de ce qui a €t€ suppose de la fonction q et des généreux théorémes généraux,
la fonction

wr— (t —u)q(u) f(u)

est assurément continue sur le segment [0,¢] ce qui, depuis la classe de terminale
scientifique, oblige I’existence de son intégrale sur le dit segment. Il en résulte alors
déja que ®(f) est une application de [0, 1] dans R, mais I’affaire est loin d’étre terminée
puisque nous devons dorénavant causer de continuité. Les aficionados des fonctions dites
« définies par une intégrale » — les fameuses dpi pour les intimes — savent qu’il faut étre

tres pru%f&ﬁ%@e??ﬁio%lp%g E §epwporte la variable ¢ a I’intérieur de I’intégrande
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et que, pauvre préparationnaire que nous sommes, nous ne disposons d’aucun théoreme
général donnant un acces direct a 1a classe de @(f). Il est d’ailleurs fortement déconseillé
d’en inventer !

La seule facon de s’en sortir est de remarquer que, trés linéairement, I’on a

t

t
wea) e =t [ gwfdi- [ ugwfdu
0 0
et que le fameux « ¢ » qui était inside est désormais passé outside ce qui arrange bie

affaires. En effet, grice au théoréme de Gaston Darboux et aux continuités di
des autres nous sommes en mesure de clamer que les deux applications

t t
t— / q(u) f(u)du et t+— / uq(u)f(u)du
0 0
sont, sur I’intervalle [0, 1], des primitives respectives des applicationsgen

déduit mentale elle

es et

de I’intégration et

ation linéaire de truc

ablir la linéarité de

fréquente consiste
on en croit ce qui
e misérable lign

té « application » et a ne traiter
se passer — 25 lignes pour établir le coté
té — on imagine bien le nombre de

aussi des genres de gou@nafigrs’ qui traitent 1’aspect « application » aprés la
linéarité ! Quelle détresse...

c. Soit a nouveau f une fonction con sur [0, 1]. Nous venons grice a 1’égalité (1)
de justifier déja la classe C' de f et comme la dérivation des primitives n’est pas plus
difficile a réaliser que la quadrature du carré, I’on trouve aisément que

vie 0,1 [(N)]'0) =/0 q(u) f(w)du +tq(t) f(t) — tq(t) f(?)

ce qui apres une belle simplification se décline en

viel,1]  [o(f) () = / 4(us) ()

https://vertuprepas.com/
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Cela démontre que [<I>( f )]/ est précisément la premiere des deux primitives rencontrées
quelques lignes plus haut et voila donc que [®(f)]" est aussi de classe C* sur [0, 1].

Autant dire alors que ®(f) est effectivement de classe C? sur le segment [0, 1] et que,
dérivée de primitive again, ’on a

vie(0,1]  [@(f)]"(t) = a(t)f(t)

ce qui peut également et fonctionnellement s’écrire

"
[@(f)]" =af
d. Soitencore f une application continue sur [0, 1]. Le « si, et seulement si » nous o,
a une organisation en aller-retour. Here we go !
— Supposons tout d’abord que
(/, @
{ By

utre, en ouvrant irettes, et en
érivée premiere, il app ineusement

CORRIGE

Ce que nous venons d’apprendre a I’insta
premieres dérivées se transmet donc a it donc contrainte a la
ainsi qu’a I’égalité

et voila donc déja que f a
profitant des expressio
que

informations qui ell ettent dans la foulé

— Supposons

et annongons un r
le segment [0, 1]
lui appliquer la
vields

gment [0, 1]. Coy
tiori, sur le seg
lor avec reste

ous avons alors tout loisir de
ordre 1 entre O et ¢. This exactly

f(t) = f(0) +£f'(0) u) f” (u)du

égalité qui, because
f"=af et f(0)=f(0)=0

se métamorphose en .
£6) = [ = wata) f(wdu
0

Cette égalité permet au physio de revendiquer

f) = 2(f)()
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et comme cela vaut pour fous les réels ¢ de [0, 1]...

P A bien y regarder, nous venons d’établir que

Ex(@®) = {/ € Flg) | f(0)=f'(0) =0}

Affaire a suivre...
2. Nous remarquons juste pour causer que due to the ambiant endomorphie la suit
est parfaitement définie et que
Vn € N fn=9"(f) ?
a. Nous allons procéder par induction sur n.

e L'initialisation ne devrait pas poser de réel probleme puisque, i , il ne
fait aucun doute que
vt € [0, FOI <l

e Supposons désormais que entier n € on ait
Il f2

CORRIGE

)<l

et annong¢ons ne que

t
A = [ ¢~ v Mg
0
bornes d’intégratigh.” 1’1 if€ 'du triangle dégage déja la
U)\q!h

g (8)] < /0

Vu ’idéal
()| du
pensées de valuation. Nous mettons

que nous avons
Vau € [0, q(u)] < llqll

— c’estensuite I’hypothese de récurrence qui prend le relais et qui livre sur un plateau

un

Va0, [fal)] < lal Il

— il ne fait aucun doute que

Yu € [0,1] 0<t—u<l1

https://vertuprepas.com/
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— les bornes de I’intégrale n’ont pas changé d’ane.
C’est cette fois grace a la croissance et a la linéarité de I’intégration que nous en déduisons
I’inégalité
t t u”
+1
el sl < 1151 [ e

et I’affaire se termine alors transitivement grace a un mental calcul d’intégrale laissé a la
sagacité du valeureux lecteur.

" Indiquons cependant que le calcul en question utilise fortement la stricte positivité
avérée du nombre n 4 1 qui autorise d’une part sa présence au dénominateur ainsi
I’égalité(*)

CORRIGE

0"t =0

b. Soit t appartenant a [0, 1]. En liaison avec I’étude des séries exponentielle
de premiere année a obligatoirement rencontré la limite

et comme || f|| _ n’est qu’une mis stante, il ne peut s

— 0

n—-+oo
Le reste n’est alor: queezing process
c. Selon la réc revient au méme de r que
e(f)=f

d’ou I’on dédui t et sans autre fo ces que

Vn € N fn
La conclusio ente devient do:

Vi e [0,1 ) 0

et il en ressort évidemment que
Vit € 10, 1] f&)=0

puisque les suites constantes de limite nulle. ..

I En tenant compte de la remarque que nous avons faite a I’issue de la question 1.d voila
donc que
Ei (@) = {0}

(*) 11 faut toujours se méfier comme de la peste des sournois 0° qui peuvent parfois polluer certains calculs !

https://vertuprepas.com/
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et nous apprenons ainsi que 1 n’est pas une valeur propre de I’endomorphisme ®.
d. Organisons-nous un poquitin.

— Soit f appartenant a F'(¢q). Vu la classe des éléments de ce dernier, le couple

(£(0), £'(0))

est totalement d’actualité et il appartient ouvertement & R?. Autant dire déja q
applique bien F'(g) dans R?.

— Lalinéarité de A repose principalement sur celle de la dérivation et accessoirem
sur les définitions des opérations sur les fonctions.

— Soit f un élément du noyau de A. Cela ne signifie ni plus ni moins que

feF(q et f(0)=f(0)=0

La précédente oblige alors f = 0, chronique d’une injectivité annonc

st affine. La seconde partie révele quant
is ce qui ne lui laisse que peu d’avenir...

Nous avons fatalement

Comme Eg(w) est un espace vectoriel, il contient bien sfir la fonction nulle et le résultat
des courses est ainsi
Eo(w) = {0}

4. Comme il va étre fortement question de I’espace vectoriel F'(—a), nous nous permettons
une petite digression. Soit f un élément de F'(—a). Il s’agit, a priori, d’une fonction de
classe C% sur [0, 1] qui vérifie

f"=~af

https://vertuprepas.com/
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genre d’équation différentielle qui va totalement emballer I’affaire. En effet, comme f est
de classe C?, il en est de méme de f” et voila donc que f est de classe C*. C’est reparti
pour un tour puisque f”’ est alors de classe C* ce qui procure 2 f la classe C% and so one...
De la a en déduire que f est en réalité de classe C*° il n’y a qu’un tout petit pas, certes
inductif mais cependant mental, que nous franchissons allégrement.

Comme f” = —af, il est désormais possible d’en déduire que

flll — —(lf,

ce qui montre que f’ est également élément de F'(—a). Comme la dérivation D est
bien connue pour sa sempiternelle linéarité, nous déduisons de tout cela que D est u
endomorphisme de I’espace vectoriel F'(—a) et nous arrétons 1a nos tergiversations !

CORRIGE

fonctions en question et nous signalons tranquillement que leur appartenance a
n’est qu’une pure formalité les essentielles raisons étant les égalités

D(es) = V—ae, ; D?*(eq) = —aeq et Dle,) = —/—ae, ; D?(e,

Le point clé concerne maintenant la famille
la troisieme des quatre égalités précéde
de la dérivation D attachés aux vale espectives

a. Supposons a < 0. Si cela ne dérange personne, nous noterons e, et ¢, les 9

qui sont pour le moins di erbe théoreme

officiel assure que not;

cistrictement négatif.
par conséquent

F(—a) >2

alors qu’il a été réce ert — question 2.d

dim F(—a) < 2

Il s’avere en bref st un plan vectori ue (eq,€,) en est une base, en
remerciant au pa me de caractéri s en dimension finie. On
peut dorénavant 1 elle histoire vi

Nous pouvons maintenant poursuivre.

Soit f appartenanta E, (1). Cette fonction appartient aussi par définition a F'(—a) et, base
oblige, il existe deux réels A et y tels que

f=2Xeq + e,
1l est également dit que f s’annule en zéro et en un et cela se traduit par le systéme
A+p=0

AeV= 4 pe=V=a =

https://vertuprepas.com/
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Comme a est différent de zéro ce systeme est mentalement(*) de Cramer et fatalement
A=p=0

Autant dire alors que f est nulle et comme I’autre inclusion est vectoriellement triviale
the conclusion is
E.(1) = {0}

b. Supposons a > 0. Nous notons cette fois ¢, et s, les deux applications co
Elles appartiennent bien a F'(—a) la pricipale raison reposant ici sur les &

CORRIGE

D?(cq) = —acq et D*(s,) = —as,

famille (¢,, s, ) mais le superbe argument de la précédente tombe
de deux vecteurs propres de D? mais associés a la méme valeur

Q)erte devient

st également nul.
ntielle liberté, I’on
F (_ ) Sa)
lors poursuivre.
taE,(1).1 e:' e supra deux réels, mettons encore \ et i, tels

posons donc

(Tr)

s mutandis que

etn

o+ 1Sa

et il est dit derechef que f doit s
par

en zéro et en un, ce qui se traduit ici simplement

A=0 et pusinya=0
Dans ces circonstance, nous avons de deux choses 1’une :

— ou bien sin y/a n’est pas nul auquel cas p = 0, puis

F=0

(*) Que vaut le déterminant de ce systeme linéaire ?

https://vertuprepas.com/
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et I’on déduit alors que
B (1) = {0}
vu que ’autre inclusion...

— ou bien sin y/a est nul et nous apprenons alors bétement que

f € Vects,

Dans ce deuxiéme cas nous avons ainsi

E.(1) C Vects,
et nous laissons au dévoué lecteur le soin de vérifier trés tranquillement I’autre inclusion
a telle enseigne qu’in fine

Eo(1) = Vects,

Nous rappelons pour finir que les points d’annulation de la fonction sin sont e.
les k7 ou k est un entier, ¢’est-a-dire un élément de Z.

est un entier.
A au sous-esp de I’espace
ons — non budgétaires ! t que d, est
emais de E,(w) d 2. Comme'les éléments

R

CORRIGE

e

5. Considérons la restricti
vectoriel F/(—aw).Le
encore une applicatio
de E,(w) s’annulent

et nous espérons ne nne en balancant

dim ({0} x R)
I’aide du sieur t plus aucun doute que
dim E%

6. La supposition faite par le texte permet de disposer d’une fonction non nulle f située
dans I’espace vectoriel E,(w) et précipitons-nous sur 1’intégrale

I

qui, parce que f’ est continue sur le segment [0,1], méne une paisible existence.
Considérons dans la foulée les fonctions

Comme supra et

et tout le monde est ravi.

u=f e v=f

https://vertuprepas.com/
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Vu les origines de classe de f, elles sont toutes les deux de classe C* sur [0, 1] et ’on a
ul — fll et UI — fl

Le théoréme d’intégration by parts est alors formel. Nous avons sans détour

/ o) - / Nz %
0 0
égalité qui, vu que par hypothese
fO)=f(1)=0 et f"=—awf ?
se métamorphose tout simplement en Q

la linéarité de 1’intégration aya
valoir deux choses :

CORRIGE

0 sons alors

— lafonction f'2 é
avons déja

n des bornes, nous

esur[0,1];

lle puisqu’il est stipulé que f ne

d’ou il ressort dans la foulée que

a>0

Oui mais voila, le réel a ne peut pas étre nul puisque depuis le 3.b nous savons que

E() (w) = {0}

So...

https://vertuprepas.com/
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7. Nous allons procéder en quatre points.

— Soit f et g deux applications continues sur le segment [0, 1]. Tl en est généreusement
de méme du produit f g w, ce qui confere a son intégrale une pépere existence. Il en résulte
ainsi que <, > applique bien C° ([0, 1], R) x C°([0,1], R) dans R.

— La symétrie n’aura droit a rien de plus que no comment...

— On fixe la fonction f. La linéarité de I’application

1
gH/ fow
0

découle principalement de celle de I’intégration.

CORRIGE

— Soit pour finir une application f non nulle et continue sur [0, 1].Nous avon

etil se trouve alors que nous venons, quelques li t,d’établir la stz w
de cette intégrale.

Nous pouvons donc envisager la sui

8. Soit f et g deux fonctio i a . Ces

appartenances se traduisen

f'=—awf

a telle enseigne que

b<f,g>=b/ qw = —

Oui mais voila,en

le lecteur justifi

les égalités f(0) = f(1) = 0 ayant eu quelque part leur pesant d’arachide.

Grace au magique mutatis mutandis il parviendra également a

/Olf”g=—/olf’g’

le pesant provenant cette fois des égalités g(0) = g(1) = 0.

https://vertuprepas.com/
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A bien y regarder il semble que nous soyons parvenus 2
b<f7g>:a<f7g>

c’est-a-dire a
(b_a)<.fag>:0

et comme b — a n’est pas nul...

Partie 2

9. Pour ne plus avoir a parler de lutte de classse nous enfongons une fois po
clou en assénant que les applications 1/, sont toutes de classe C*° sur le segm
Vu ce que nous avons rappelé plus haut a propos des annulations de la fon
constatons également que

CORRIGE

Vk €N 4p(0) =1r(1) =0
A bon entendeur !
a. Soit k € N*, Auvueta race au mental

constat de 1’égalité

le réel a = k?n?

t différent de /272 La précédente
rthogonales et du coup

<k, Vi (krt)d

1
i t
le lecteur trigophile transtormera dans la foulée en
<tp, V> 1 — cos(2kmt))dt

puisqu’il est parait-il bon de savoir par coeur que
Vi e R 2sin? 9 =1 — cos 20
Comme k n’est pas nul, le calcul de I’intégrale passe par 1’égalité de Barrow

B sin(2k7rt)] !

/01 (1 — cos(2knt))dt = [t 2,

https://vertuprepas.com/
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et il en ressort in fine que
< T/}k ) wk >=1

Le fameux delta de Leopold Kronecker permet alors de recoller les morceaux puisque
I’on a définitivement

<Y, P> =0t

c. La question précédente vient justement de mettre en avant 1’orthonormalité de cette
famille et il est bien connu que les familles orthonormales sont libres. So...

10. Si cela ne dérange personne nous allons noter @ 1’application qui a toute fonction g
simplement continue sur [0, 1] fait correspondre la fonction #(g) définie sur [0, 1] par ?

1
veel0.1]  alg)(t) = 2cos(nt)g(t) — ( / g<x>¢p<w>dx) Py (1)

CORRIGE

En réalité notre 4 fonctionne exactement comme u mais au lieu d’agir unique su
il agit carrément sur le gros C°([0, 1], R).

Vu la continuité des unes et des autres, il e;
lui méme et sa linéarité découle limpid
définition des opérations sur les foncti

a.Soitk € [1,p]. Allons-voir
un réel ¢ du segment [0, 1] et

a(yn)(t

11 faut maintenant rév.

(kt) — <wp, ¥p > py

e et Leopold qui nous t ent cela en

() (1) Vrt) + V2sin((k ~ p1(t)
et il va maintenant iser a little bit. &
-Sik=1, st nul et because , Okp également. Le physio
revendique alors 1
(Y1) A
< p—1,ledeltade Leop cofe nul et le physio asséne cette fois
Y1 + k1

() =

-Si2<k

— Si k = p,le delta vaut un et apres une énorme simplification il ne reste que

W(Yp) = thp—1
Une des morales de cette histoire est que

VE € [1,p] u(yy) € G

https://vertuprepas.com/
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morale qui, vu I’engendrement de G par les vy, assure que I’endomorphisme 1 sta-
bilise le sous-espace vectoriel G. L’opérateur v du texte n’est donc rien d’autre que
I’endomorphisme de G induit par 4 et est donc, a ce titre, un authentique endomorphisme
de G.

b. La grande philosophie des restrictions et tout particulicrement des endomorphismes
induits est I’important pour ne pas dire le crucial « non changement d’action » gra
auquel nous déduisons du récent a que

P2 si k=1

vk € [1,p] w(hr) =< Yp—1 + 41 si 2<k<p—1

’L/Jp_l si k=

Le protocole de « matricialisation » est alors catégorique. No doubt th

2 I’une de ses matrice

" Nous tro i une base orthonormale de
I’espace v i rmale base est symétrique
réelle, il de G ce qui, sur la carte de

visite, es s impressionnant q le diagonalisabilité. ..

11.a. So nt a (G. La biliné

puisque I’intégrale du produit gi,
voila, la famille

’autre qu’un misérable scalaire. Oui mais
(¢17 v 71/}177 1/}P+1)
étant également orthonormale, on déduit naturellement que

Ypy1 L Vect (¢1,...,1p)

ce qui, vu la providentielle situation géographique de ¢, a la bonne idée d’entrainer
I’orthogonalité de 1/;,11 a cette derni¢re. Nous avons en bref

<gv¢p+1>:0

https://vertuprepas.com/
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et nous pouvons derechef aller de I’avant.

b. Notons bien siir g un vecteur propre de u attaché a cette valeur propre a telle enseigne
que
u(g)=XAg et g#0

11 résulte alors de la bilinéarité du produit scalaire et de la question précédente que

1
Algll? :2/0 cos(mt)g?(t)dt

Une fois valuée puis triangulée , nous en déduisons tout d’abord que

CORRIGE

1
(Al - ||g||§ < 2/ |cos(7rt)|g2(t)dt
0

puisque les quantités déja positives... et que les bornes...

Mieux, puisque |cos| < 1, que les bornes n’ont pas changé de bourri
I’intégration est croissante, 1’on parvient carré a

conséquent

Une 1égale simplifica

ce qui n’est pas pou . Poursuivons alors eux ’

— Supposons
plus haut et quelq

= 2. Le rep alité située treize lignes

aménagements conduisent a ranquillement a
1
(1- cos(wt)f

et nous faisons maintenant valoir que :

— les bornes d’intégration sont d
— lafonction intérieure est continue et ouvertement de signe constant sur [0, 1].

Une importante contraposition stipule alors que la fonction intérieure est identiquement
nulle sur notre segment, ce qui revient a dire que

vte[0,1]  (1—cos(mt))g*(t) =0
Le trigophile affGté sait parfaitement que

vt €]0,1] 1 —cos(nt) #0

https://vertuprepas.com/
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et il en ressort que g est déja irrémédiablement nulle sur le semi-ouvert ]0, 1]. Oui mais
voila, la fonction g est également continue en z€éro et nous sommes fortement censés
savoir déduire de tout cela que g(0) = 0. Mezalor, 1a fonction g est nulle sur [0, 1], ce qui
est en totale contradiction avec son extréme propreté...

— Supposons maintenant que A = —2. Nous ne prononcerons alors que les deux
mots magiques que sont mutatis et mutandis.

12. Nous venons a I’instant d’apprendre qu’un tel A appartient a I’ouvert | — 2, 2[ gt nul
ne peut alors ignorer qu’il existe effectivement un réel § € |0, [ — par ailleurs uni
tel que

A =2cos¥f

Everything is therefore under control !

a. Un peu plus haut, nous avons vu passer la matrice de I’endomorpk
base C et vu les dispostions prises celle du vecteur ¢ dans cette méme b
la colonne ayant pour entrées les . ou k batifole de 1 a p. Dans ces
vectorielle

devrait matriciellement se tradui

égalité éclinant ensuite en

peu d’ob

ique systeme linéaire qui requiert un

gne de ce system évidence

sﬁxl

a toute derniere ligne e évidente

Tp—1 cosfx,

— Les autres lignes se numérotent bien siir de 2 a p — 1 et a bien y regarder il s’avere
p
ue la k'“" s’ecrit
q
Tr—1 + Tp41 = 2c0S8 0 xy,

Les deux conventions zo = x,41 = 0 permettent de recoller les trois morceaux et I’on a
alors effectivement

vk € [1,p] T—1 + Tpy1 = 2cosBxy,
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b. La question précédente révele avec force que la suite finie (zg, x1,...,Tp, Tpy1)
vérifie la relation de récurrence linéaire double dont le trindme caractéristique est
exactement

X?—2cosfX +1

Le discriminant de ce trindme vaut — 4 sin? @ et il est donc strictement négatif vu que
6 prend ses aises dans I’ouvert |0, 7[. Le lecteur totalement décomplexé trouvera ensuite
aisément que les deux racines du trindme caractéristique sont

60

e et e ¥

et nous sommes alors officiellement tenus de savoir qu’il existe bien deux réels A et
tels que

CORRIGE

Vke[0,p+1] =z = Acos(kf) + Bsin(kf)

c. Procédons en deux temps.

— Drapres la précédente, il semble que zp = A et comme zp = 0...

— Nous avons désormais
Yk € [0,p+

et nous ne perdons pas de vue q

Imaginons alors par 1’

((p+1)8) #0
aurait alors inéluctablémen
€ [0,p+1] zp =0

17p]] Tk

Cela obligerait B a

et aussi tout parti

.
égalité proprement inconcevable. Il en résu
sin((p+1)0) =0

et vu les sempiternelles annulations de la fonction sin, il existe tout d’abord s € Z tel

que
ST

=il
la division par p + 1 ne posant évidemment aucun probléme. Pour finir, et comme

nous n’avons pas oublié que 6 est emprisonné dans 1’ouvert |0, 7[, nous déclarons
solennellement que I’entier s n’a pas vraiment le choix. Il doit étre situé dans [1, p].

(p+1)0=sm ie 0
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d. Faisons un peu le point a propos de I’analyse que nous venons de mener depuis le
tout récent a.

Nous avons supposé que A = 2 cos 6, le réel 0 vérifiant 0 < 6 < 7, est une valeur propre

de u et que
P
= T
k=1
est un vecteur propre qui lui est attaché. Nous sommes alors parvenus a I’exist n

entier s € [1, p] ainsi que d’un réel B, tout ce petit monde vérifiant

p
ST ksm
0= et =B sin .
p+1 4 ; pr1 v q

et il faut reconnaitre que c’est une magnifique conclusion d’analy

CORRIGE

Dura lex sed lex, nous devons penser 2 la synthése ! A cet e
appartenant a [1, p], nous propos

potiy chaguie entier s

p
gsi

k=1

Comme il se vailler matricie
matrice du se C, c’est-a-dire la'e

bus considererons plutdt la
> Y, dont les entrées sont les

e lettre z. On repre anisation ligne par ligne déja utilisée
aut.

[1,p]
es nous notons M la i¢e de u dans labase C et nous allons
du coté de la colons = s dont les entrées seront évidemment

la derniere égalité procédant d’une
alors et clame

use formule de duplication. Le physio se réveille
21 = Ast1
— L’examen des lignes numérotées de 2 a p — 1 donne a son tour

(k—1)sm . (k+1)sm

vk 2,p—1 = Yp_ =sin
el2,p—1]  zZx=wyr-—1+Yps1=5 I sin =

(*) Lors d’une analyse-synthése, dans ’analyse on suppose et dans la synthése on propose...
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égalité qui, grace a I’'une des formules de Simpson, en 1’occurrence

Y(a,b) € R? sina+sinb=2cosa_bsina;_b

amene tres facilement a

Vk € [[271) - 1]] 2K = AsUk

— L’examen de la derniére ligne donne pour finir I’égalité

CORRIGE

(p—1)sm

=yY,_1 = sin
zp ypl p+1

que la tricky attitude suggere d’écrire plutot

(p—1sm

z, = sin
P p_|_1

puisque 1’énergumene que nous avons aj
Notre formule de Simpson fonctionn

grice a laquelle I’histoi

Observons pour fini

et la colonne Y v

Autant dire alors que
As € Specu 5 Voe By (u) ;3 P¥s#0

les deux dernieres propriétés pouvant se décliner en disant que W, est un vecteur propre
de w attaché a la valeur propre \g.

La destination est proche !
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Nul ne peut réellement s’opposer a la queue leu leu que voici

s 27 P
< <<l — <7
p+1 p+1 p+1

0<

et il se trouve que la fonction cos est officiellement strictement décroissante sur [0, 7.
Nous en déduisons allégrement la nouvelle queue leu leu

>\1>>\2>"'>Ap

inégalités strictes qui ont le mérite de révéler que les A4 sont deux a deux disti Oui
mais voila, ces p réels \s sont depuis peu des valeurs de « qui est un endo
opérant sur un espace dont la dimension est justement p.

Nous sommes alors tenus de savoir qu’il n’y a pas de valeurs propres ai
sous-espaces propres de u sont des droites vectorielles. Bref :

Specu={A1,..., A} et Vse[l,p] (¥,) estuneb

Notons également que nous retrouv
au club trés fermé — on les
dimension p, possedent p V.
puissante condition suffi

es qui, en
marché une

Pour finir et pour ré

me il est d’usage de mettre
en avant | ous-espaces propres s exactement le texte. Nous

here you are !

aius prédédent la questj
ere we go!

ons d’emblée que la réponse sera plutdt

Supposons donc par I’absurde que la e est oui et notons bien sir (a,,) une suite
ayant les propriétés ad hoc et profitons-en pour noter M/ un nombre réel vérifiant

Vn e N O<a, <M

Soitalors n € N. Nous savons que a,, est strictement positif et que E,,, (1) n’est pas réduit
a {0}. La question 4.b est alors catégorique ! Elle stipule que le quotient
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doit étre un entier et méme carrément entier naturel non nul puisque son signe creve
I’écran. Grace a la bornitude supra on en déduit dans la foulée que

VM

0<k,<—
™

Notons enfin que les réels a,, sont deux a deux distincts et que c’est aussi naturellement
le cas(¥) des entiers k,,. Nous disposons donc d’une infinité d’entiers situés dans la zone

]O,W/ﬂ']

ce qui n’est pas tres raisonnable. Le lecteur entiérement dévoué a notre cause p
d’ailleurs aisément établir que la zone en question ne contient que

CORRIGE

places entieres. ..

14. Soitn € N.Puisque E,, (w) n’estp
une fonction non nulle g, 1ui app

vérifie pratiquement

ce qui permet au

I Les a,, étant d
a deux orthogo
la famille (f,,)
désormais ch

ncts, la question 8 as

st donc de méme d
t orthonormale et

ces B4, (w) sontdeux
plications f,,. En conséquence,
it d’étre mis en avant. C’est

15. I nous se t d’observer qu ier naturel n I'on a

et que par conséquent

afk>fk

Sule) =

k=0
Allons-y alors gaiement !

a. Soit n € N. Quand on maitrise parfaitement son cours on devine bien en S, la
projection orthogonale de ¢ € C° ([0, 1], ]R) sur le sous-espace

Vect (fo,- -, fu)

(*) La fonction « racine carrée » est injective !
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puisqu’une importante orthonormalité a été€ signalée par nos soins a 'issue de la
quatorzieme. Il y a cependant un réel obstacle parce que

(co([o, 1,R), <, >)

n’est pas un espace euclidien la raison étant que C° ([O, 1], R) est de dimension in
Le tricky tour de passe-passe pour contourner 1’entrave est de considérer 1’espace

Tn = Vect (wa . 'afnaga)

qui est ouvertement de dimension finie et qui surtout contient la fonction

CORRIGE

Nous pouvons maintenant répondre a la question. Le vecteur S,,(¢) e
euclidien
(Tn, <, >)

la projection orthogonale de ¢ sur le sous-espace vectoriel Vect

expression du carré de la no exprimé sur u ale. Quant
a I’inégalité, on se place di

rner positivement la p

f et dont la suite des sommes
lle est donc monotoniquement

ie dont le terme gé
ant majorée, par exe

est p

la limite désormais 1€gal, it de I’inégalité du récent b que

llells

C’est une tres célebre inégali
passer a coté...

ain Friedrich Bessel et il eut ét¢ dommage de

d. Une importante condition nécesSaire de convergence stipule que, lorsqu’une série
converge, son terme général se doit de tendre vers zéro. Il s’ensuit donc dans un premier
temps que

en(p) ——0
n—+oo
et dans un second, que

n 0
s

(*) Le fait, par exemple, qu’il contienne la famille libre infinie (1),,) de la seconde partie devrait suffire & nous convaincre !
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en invoquant, pourquoi pas, la continuité en zéro de la fonction squareroot. 11 suffit alors
de lever le voile pour voir effectivement apparaitre.

1
/ fnpw ——0
0

n—-+oo
Soit pour finir n € N. Appartenance a E,, (w) oblige, il ne fait aucun doute que
I ;,I =—a,wfp

a telle enseigne que

1 1
1
/ fnp= _an/ fnpw
0 0
Comme I’intégrale du right hand side tend depuis peu vers zéro et comme la su
est bornée, nous pouvons encore une fois envisager de changer de crémerie.

16. Pour éviter de les annoncer a chaque alinéa
toute la durée de la question 16. Nous ne le di

CORRIGE

us notifions = € [0, 1] et ou

a. A bien y regarder, on peut donner i z,enl

la modification de la
en effet continue sur
qu’elle y est débonn
Bob’s your uncle !

ents [0, z] et [z, 1] pou
lle est donc continugd gauc

ce de classe C? sur ent [0
r en question qui s’@erit
n(0) + 2f,(0) (t)dt
Cependant, vu les origines géographiques w ' elle se doit de s’annuler en 0

b. La fonction f,,
lui appliquer la for:

on peut assurément

fonétio
a telle enseigne que 1’on a bien
xr
fulo) = 204(0)+ [ @ = 0fi0
0
Ces mémes origines obligent également f, (1) = 0, ce qui s’écrit

£10) + /0 (- t)f7(t)dt = 0

et qui ne peut que nous ravir !
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c. Au vu et au su de la précédente, nous pouvons espérer

fulz) = —x / (-0 + / “w— o)1)t

ce qui en chaslant un tantinet s’écrit également

T 1 T
fula) === [ =opioa -z [a-npw+ [ (wt)f,’{(t)dt%
a

En regroupant linéairement la premiere et la troisieéme intégrale du right ha
faisant un peu de ménage et en organisant habilement les choses nous revendiq
I’égalité

CORRIGE

T 1
fulz) = / o~ D+ [ ate-f0d

Notre « facettage » modifié de la fonction ¢, évite confortablemen; S semi-
ouvertures et nous avons sans proble
P (t)f ; @

et le début de I’histoi ant one more tj
La fin de I’histoi nde la question 15% quelle nous choisissons
P =%z
eable puisque, depui@n (. appartient a I’espace
R
wfn

ce quiestt
vectoriel

d. Vul iques de f,, nous e autres

11

et la pr e la précédente orphose alors effectivement en
égalité qui, physio, physio, est beauc x sous la forme
fl@) = —ancy(ps)
Le passage en absolute value n’est bien sir qu’une formalité et voila donc déja que
’fn(m)‘ = Qn ’Cn(¢m)|

puisque les entités assurément positives sont as usual dispensées de valuation. II reste
maintenant a enfoncer deux clous.
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— Le premier résulte de la bounded above attitude selon laquelle

an, < a

— Le second utilise une toute petite partie de 1’inégalité précédant celle de Friedrich
Bessel révélant tout d’abord et sans ambages que

cn(es) < lleal

Il en ressort ensuite que
|Cn(‘10z)| < ||<Pz||2

puisque la fonction racine carrée est croissante sur R et posseéde 1I’énorme propriété

Yu e R Vu? = |u] Q
dont I’ignorance a d’ailleurs colité le brevet des colléges a des générations defpotas !
Comme tout ce petit monde évolue dans la plu: 1t

que

CORRIGE

es positivités, il devrai

chatcs, on
2

t
4

et la conclusion se fait alors tres tr

e. En chaslant encore une
trouve tout d’abord que

La fin du calcul ne p
trouver 1’égalité

nage, on finit par

Poursuivons. Nou,

et que, maximalité oblige, la fonction w est
Puisque nous sommes décidément dans un havre

ment que
1 ) 1 )
/sozw<||w||m/ 2
0 0

puisque I’intégration est linéaire et croissante, les bornes étant idéalement disposées.
Selon le début de la question, nous en sommes donc déja a

ar le nombre réel positif [|w|| .
ositivité, il s’ensuit tres tranquille-

lwll,
lpal? < 2*(x —1)*- —3
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et comme, quelques lignes plus haut, nous avons rappelé la croissance sur R4 de la
fonction Ve ainsi que la propriété du potache, nous atteignons sans peine 1’inégalité

flwll
lpzll, < 2(1—2) 3

le point crucial a avoir bien capté étant la négativité de = — 1. Apres multiplication e
réel positif a et un chouia de transitivité on déduit alors de la précédente qu’effectiv

|l
‘fn(x)| <ax(l—z) —5
I Il nous semble important de doper sur-le-champ cette conclusion cai Serons
de

CORRIGE

récompensés quelques lignes plus bas. Les aficionados des variances nnes ne
sont pas sans savoir que la variance de n’importe quelle variable aléat 1li ne
dépasse jamais 1/4 ce qui se traduit par

De 1a a en déduire que

illerets, les éternelles

positivités s a contribution.

f- Supp itif. Cela autorise la division
membre a

pent s’écrire avec un tricky parfum

falz) I
T 3

11 suffit alors de passer a la limite lorsque z tend vers zéro.

g. Ce verbe « rappeler » est pour le moins bizarre, bizarre... Essayons au moins de
démontrer !

Comme le fonction f/ est continue sur R nous pouvons lui appliquer la formule d’Tsaac
Barrow entre 0 et z et comme f;, est assurément1’une de ses primitives, nous revendiquons
I’égalité

fix) = F1(0) + / I
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qui n’est autre que la formule de Taylor reste intégral a 1’ordre zéro, et quoi qu’il en soit,
nous avons bien « rappelé » le premier round puisque la provenance de f, 1’oblige a
vérifier

f rILI = —apwfn

L’inégalité triangulaire sommatoire suivie de sa cousine intégrale permettent désormais
de se réclamer de

12| < 120+ e [ ")) Fult) |t

vu que les bornes de I’intégrale sont, depuis belle lurette, idylliquement disposées et
que, au risque de radoter, les protagonistes déja positifs... La toute récente question f
la continuelle positivité de I’intégrande permettent méme d’aller carrément plus loin e

boum!
[lw]l !
! N % mn n d
)] < oy =5 +a /0 w(t)] fu(t)dt

Soit alors ¢ € [0, 1]. Nous mettons en avant les éléments suivants : L
— primo, la sempiternelle

s soins de la fraiche ques lon laquelle

CORRIGE

— deuzio, la non moins maxim;

— tertio,la concl

Le lecteur avisé n’ t aucun souci a en

(O] fu(t)]dt <

et comme il se lui laissons,

I’intendance...

ter, le soin de se charger de

Il semble alors bien que nous soyons parven

p— wll, a2 wll oo
/(@) <a T+Z||w”00 3

ce qui, a une mise en facteur pres, ne peut que nous satisfaire.

17. 11 a été dit depuis fort longtemps que la fonction w est a valeurs strictement positives
et c’est donc également le cas de son maximum. Nous avons ainsi

[wll o >0
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et cela devrait suffire a justifier la stricte positivité du réel C'. Soit alors n € N. La fin de
la toute proche question 16.g produit la majoration

Ifil<C

et I’affaire se conclut alors grace a une mentale application de I’inégalité des accroisse-
ments finis sous sa forme valuée s’entend.

" Le lecteur cultivé aura reconnu en f,, une foncton C-lipschitzienne en ho u
mathématicien allemand Rudolph Lipschitz.

18. La stricte positivité de C n’était certes pas indispensable pour la 17.
n’est désormais plus la méme histoire vu que C' est passé sous la ligne de fl
cela c’est pour causer bien s(r...
a. La fin de la question 16.c a révélé que, pour tout réel = du segn !,

Soit alors i appartenant a [0,
doute que

ne fait aucun

ce qui est un pr s la somme de €/2.

de h — que nous notons pp,

ite(*) un entier n ntier £ € [0, N]. Maximum oblige,
atalement supérie;

b. Toujours a propos de ces *ordre soulevées par la note de bas de page, il
est impératif d’annoncer d’abord unentier n supérieur a ’entier p de la précédente et
d’annoncer ensuite un réel  du segment [0, 1].

Comme les réels cvy; forment une subdivision du segment [0, 1] — il parait méme que c’est
laréguliere ! — le réel x appartient fatalement & I’'un des morceaux et il existe donc bien
un entier k situé entre 0 et N — 1 tel que

ap T < Qg1

(*) Dans ce genre de situation I’ordre dans lequel on annonce les protagonistes est désespérément crucial ! A bon entendeur. ..
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La classique, mais cependant tricky, égalité

fa(@) = fulaw) + fu(@) = fulok)

une fois triangulée nous ameéne a

Oui mais voila nous savons tout d’abord que

‘fn(ak)’ < %

CORRIGE

puisqu’il y eu le récent a et que nous avons situé n de facon précisément ad h
savons en second lieu — merci Rudolf ! — que

(@) = fulaw)| < C(z — o)

dans la mesure ol z et o, sont dans [0, 1 & est positif. N’aya
vue que x est également inférieur a o ’ iré sa ¢

la foulée et tour a tour
C
= =<
(677 ) N
icieux de I’entier V. ¢ pour finir que
€
et |fu(z) = ful =
et il s’en déduit ‘

rIly aiciun arque a faire.
- Lafi uestion 16.c,

. €Nnce
Y € [0,1 x 0
— 400

I’inégalité finale re

se traduit de maniere epsilontik par I’énoncé

Ve e [0,1] Ye>0 3peN Vn=p |fn(z)| <€ (s)

— Nous venons a I’instant de prouver magistralement le nouvel énoncé

Ve>0 dpeN Vn>p Vrel]] |fu(z)| <€ (V)

(*) Comme cochon !
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Malgré des apparences trompeuses — il n’y a finalement qu’un changement de place de
la quantification sur z — la différence entre ces deux énoncés est titanesque car il faut en
effet bien capter que

— dans I’énoncé () I’entier p dépend inéluctablement de = puisque ce dernier est
annoncé avant

— dans I’énoncé (U) I’entier p ne dépend siirement pas de x puisque celui-ci poi
son nez apreés ce qui change considérablement les choses comme nous allons le congtater
a la suivante.

Ces délicates problématiques n’ont jamais pris place dans les programmes offici, nos
classes mais rien n’empéche bien siir d’aller les titiller dans un probléme !

Signalons enfin pour la culture que les pros des suites de fonctions traduise
que la suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle alors qu’ils t
clamant que la suite ( f,,) converge uniformément vers la fonction nulle

c. Soit anouveau € > 0. L’énoncé (U) de I'uniformité produit un a ome p qui
vérifie
Yn>p

Soit alors n. > p. Les réels | f

A A

est bien siir de méme de le
dire alors que

et, a bien y re abli que, pour tout € ent positif, il existe un

Vnzp  |fall 4

[[fll

7 Com i lus haut, nous avons ici remporté 1’affaire
grice a Nous demandons au lecteur qui a
encore ] I’énoncé (s) de la convergence simple et
de rapi i ! Dans 1’énoncé (S), le fameux entier p
qui dé lus que des batons dans les roues...

d. Soitn € N. Apres toutes les terr euves que nous avons traversées ensemble,
nous pensons le lecteur endurant capable de justifier par lui-méme I’encadrement

1
0< / 2w < Il - Nl

La question précédente et le squeezing process sont alors intraitables. No doubt that
1

0 n—-+oo
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mais cela n’est pas vraiment sage, dans la mesure ou, depuis la genése, 1’on a

1
Vn € N /fﬁuJ:l
0

Il n’y a définitivement aucune fonction w vérifiant la propriété (H,,).

Le désert, la zone, le néant...
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